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Abschnitt I. 

Feststellung der fimdamentalen Begriffe* 



§.1. 

Bestünmung der Lage eines Punktes vermöge seiner 

Coordinaten. 

1. Begriff der Coordinaten. 

Unter den Coordinaten eines Punctes P in einer 
Ebene (cf.Fig. i) versteht man zunächst die Längen derjenigen 
beiden Geraden, welche von diesem Puncte aus parallel mit zwei 
in der Ebene fest angenommenen Geraden, den sogenannten Co- 
ordinatenaxen, und bis zu diesen hin geführt werden. Die eine 
Coordinatenaxe XX' heisst auch Abscissenaxe oder Axe der x und 
die ihr parallele Coordinate£P die Abscisse des Punktes P; 
die andere Coordinatenaxe W heisst auch Ordinatenaxe oder Axe 
der y and die ihr parallele Coordinate AP die Ordinate des 
Punctes P; der Punkt 0, in weichem sich beide Coordinaten- 
axeti schneiden, heisst der Anfangspunkt der Coordinaten; 
die Puncte A und B endlich, von welchen aus bis nach P hin die 
Coordinaten gerechnet werden, heissen die Projectiouen des Punctes 
P und zwar ist näher der Punct i die Projection des Punc- 
tes P auf die Axe XX' und der Punct B die Projection 
des Punctes P auf die Axe YY\ 

Jede Cooridinate liegt nothwendig auf der einen oder andern 

Seite derjenigen Coordinatenaxe, mit welcher sie parallel läuft, und 

soll dem entsprechend als positiv oder negativ betrachtet werden, 

je nachdem das Eine oder das Andere der Fall ist. Hierbei ist es 

gleichgtUtig, auf welcher Seite jeder Axe die betreffenden Coordina- 

Schmari, !• i 
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ten als positiv oder negativ gelten: nur ist es innerhalb einer und 
derselben Untersuchung unerlässlich die einmal getroffene Be- 
stimmung beständig beizubehalten. In den Figuren, auf welche 
wir uns beziehen, ist die Abscisse meistentheils horizontal gezeich- 
net; die Abscissen gelten als positiv oder negativ, je nachdem sie 
rechts oder links von der Ordinatenaxe liegen, und in ähnlicher 
Weise gelten auch die Ordinaten als positiv oder negativ, je nach- 
dem sie oberhalb oder unterhalb der Abscissenaxe liegen. 

Jede Coordinatenaxe als unbegrenzte Gerade gedacht theilt die 
Ebene in zwei Räume, die sich beziehungsweise zu beiden Seiten 
derselben ios Unendliche erstrecken. Wir werden dieselben da- 
durch von einander unterscheiden > dass wir unter der positiven 
oder negativen Seite der Ordinatenaxe diejenige Seite dieser Axe 
verstehen, auf welcher die pQSitjven oder negativen Abscissen lie- 
gen, und ebenso unter der positiven od^r negatif en Seitfi d^ Ab- 
scissenaxe diejenige Seite dieser Axe , auf welcher die positiven 
oder negativen Ordinaten liegen« 

Die Coordinaten des Punctes P werden nicht glleln durch 
BP und ÄP dargestellt, sondern mit gleicher Vollkommenheit auch 
durch OA und OB. Denn die Länge von OÄ unji OB ist dieselhf, 
wie die von BP und ÄP und ausserdem liegt OA auf decselbep 
Seite von YY' wie BP, und OB auf derselben Seite von XX' ^ 
AP. Dem gemäss sind OÄ und BP, sowie OB und AP nach ^fof^e 
und Vorzeichen identisch, und da die Abscisse upd Ordinatp jeioes 
Punctes hiernach auch als vom Anfangspuncte aus ajuf bei^e^ 
Axen gerechnete Strecken angesehen werdien könneq, bq ui^t^^r- 
scheidet man die beiden Strahlen oder Halbaxen, ip welch^ l/^iß 
Axe durch den Anfangspunct zerfallt , dadurch von ßinander, , <j^s 
man ÖX die Halbaxe der positiven und OX* die IJaU^e deif Q^ 
gativen Abscissen nennt. 

Zweitens versteht man unter den Coordinaten ei^ß Pu^ptos 
P auch diejenigen unbenannten algebraischen Zahlengröss/^n , c^^ren 
Vorzeichen sich durch die Lage der Ordinate AP unid d^ Abscisse 
BP gegen die Axe bestimmen und deren absolute Werthf id^ntijfeh 
sind mit den Masszahlen für die respective Länge aller dieser Li- 
nien. In diesem Sinne wird, wenn der Punct P seiner Lage.pa^ 
in der Ebene nicht näher bestimmt ist, dessen Ordinate gewöhqlich 
durch y und dessen Abscisse durch x bezeichnet; wejui da^egßn 
ausgedrückt werden soll , dass die Coordinaten sich auf eipjffi. be- 
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äp^ciellen Punct der Ebene bezieoen, so bedient man 
er Symbole, wie %f und.ar', jr" und xf^ b und a, b' und 
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sich solcher 

V u. dergl. mehr. Nach der eben aulgestellten Definition ist e» 

'statthaft, die Gleichungen 

y =z AP — OB und X = 6P =^ OA 
zu setzen, wofern man diö Einheit, auf welche y und x bezogen 
^ind, init der Längeneinheit idehtificirt. 

Stellen a und b absolute Zahlenwerthe dar und macben wir 
OA = OA' = a längeneinheiten , OB = OB' s b , Längeneinheiten 
und ziehen hierauf durch B und B* Parallelen mit XX* ^od durch 
i und A' Parallelen mit YY\ so bestimmen diese^ vier Linien ein 
Parallelogramm, dessen vier Eckpuncte P, jP, P", P"' der absolu- 
\en Grösse nach gleiche, dem Vorzeichen nach rerschiedene Copr- 
dinatenwerthe haben. Es entsprechen nämlich den genannten vier 
Eckpuhcten der Reihe nach die Coordinatenwerthe x =: +a und 
y = +Ä, X = +a und y = — 6, x = — a und y = — b, ojä 
•^a und y = -f 6. 

2. Wir werden den Begriff der CoordinateA vorzugsweise 
in der zweiten arithmetischen Bedeutung fassen, weil, eb^ehso wie 
man mit der geometrischen Lage derselben zugleich auch ihre al* 
gebraische Bestimmung hat, umgekehrt auch ihre algebraischen 
Zahlenwerthe in einfachster Weise zu ihrer geometrischen Con-- 
struction verwandt werden können. Die Berechtigung hierzu liegt 
in den fblgisnden beiden Theoremen: 

IKe €\)ordinateh jedei bestifAMeti Puhctes in der Mene sind 
H^ Grösse uhd Vorzeichen bestimmte und zwar in einziger 
(Pl^e iesiiihMe ZUhlenwerthe. Umgekehrt die Läge eines Piinctes 
in ier Bbehe ist durch s'iihi Cobirdindt^nioerthe voÜstdndig und 
nif iikz^e Art bestimmt. 

Der Beweis des ersten Satzes folgt unmittelbar aus den De- 
finiiionen. Mit der Lage eines Punctes sind geometrisch dessen 
Coordinaten sowohl ndch iturer Lage gegen die Axen, wie auch 
iäbli Ükier Grbsse auf einzige Ati gegeben. Vermöge ihrer Lage 
gi^^n die Aien ist das Yorzeicheh ihrer arithmetischen Zahlen- 
stfiidrübk^ bestiihmt, und ins ihrer Grösse leitet man vermöge 
2w^r eitifachen M^äädrfgeii die dieseii Zahlausdrücken zukom- 
mishddSh äBsbhiteli ZatblenW^rthe her. Im Zusammenhange bier- 
aSt «Aefi&t ttiaö, dassi dtö Coord^iiiaJenwerthe eines be- 
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Stimmten geometrisch in der Ebene gegebenen Punc-* 
tes durchaus nur reelle Zahlen sein können. 

Um die Gültigkeit der Umkehrung zu deduciren, denken wir 
uns zunächst die Abscisse x specialisirt, etwa, indem a einen reel- 
len (algebraischen) Zahlenwerth bezeichnet, 

(1) o; = a. 
Wenn man alsdann auf der Axe der x von aus auf der durch 
das Vorzeichen von a bestimmten Seite der Axe ¥Y' sich ein 
Stück OA gleich a Längeneinheiten abschneidet (so dass A rechts 
odisr links von YY* zu liegen kommt, je nachdem a positiv oder 
negativ ist) und durch A eine Parallele mit der Axe der y legt, 
so haben alle Puncte dieser als unbegrenzt gedachten Parallelen 
und nur Puncte dieser Parallelen eine nach Grösse und Vorzeichen 
der a gleiche Abscisse. Die Gleichung (1) enthält daher eine für 
die Reihe der auf dieser Parallelen enthaltenen Puncte charakteri- 
stische Relation und man sagt aus diesem Grunde: Die Glei- 
chung (1) drückt eine Parallele mit der Axe FF in 
einem Abstände gleich a aus oder auch die Gleichung 
(1) ist die Gleichung einer mit der Ordinatenaxe in 
dem Abstände a Parallelen. 

Denken wir uns hierauf die Ordinate y speciaUsirt, etwa, in- 
dem b eine gleichfalls reelle Zahlengrösse bezeichnet, 

(2) y == ft 
und nehmen auf der Axe YY* nach Grösse und Vorzeichen OB 
gleich b Längeneinheiten (so dass B oberhalb oder unterhalb' XX' 
zu liegen kommt, je nachdem b positiv oder negativ ist) und zie- 
hen durch den Punct B eine Parallele mit der Axe XX^ so haben 
alle Puncte dieser als unbegrenzt gedachten Parallelen und zugleich 
nur Puncte dieser Parallelen die Ordinate b: demgemäss drückt 
die Gleichung (2) eine Parallele mit der Axe XX' in 
dem Abstände b von der letztern aus. 

Denken wir uns endlich die beiden Gleichungen 

(3) o; = a, y = ft 
als coexistirend, so ist der Punct, dessen Coordinaten diese Werthe 
haben, sowohl auf einer im Abstände a mit der Axe der y gezo- 
genen Parallelen enthalten , als auch auf einer im Abstände b mit 
der Axe der x gezogenen Parallelen: mithin ist er der Durch- 
schnittspunct dieser beiden Parallelen zu den Coordinatenaxen und 
als solcher auf einzige Weise bestimmt, wie wir beweißen wollten. 
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Wir merken bei dieser Gelegenheit die folgenden Specialitäten 

an. Die Gleichung der Abscissenaxe ist, da die Ordinate aller 

Puncte auf derselben der Null gleich ist , ersichtlich 

(4) y = 0, 

die Gleichung der Ordinatenaxe , da die Abscisse aller Puncte auf 

derselben der Null gleich, 

(5) a? = 

und mithin die Gleichungen des Anfangspunctes , in welchem sicti" 

beide Axen durchschneiden, 

(6) a; = und y =5 0. 

Die geometrische Construction , vermöge welcher die Lage 
eines Punctes durch seine Coordinatenwerthe festgelegt wird , ge- 
stattet eine doppelte Ausfuhrung: entweder man lege sich auf der 
Abscissenaxe von aiis die Abscisse OA nach Grösse und Vor- 
zeichen gleich a (Längeneinheilen) hin und ziehe durch den End- 
punct A in dem durch das Zeicben von b bestimmten Sinne eine 
der Ordinatenaxe Parallele AP gleich b (Längeneinheiten): alsdann 
ist der Endpunct P dieser Parallelen der verlangte Punct. Oder 
auch man lege sicii auf der Ordinatenaxe von dem Anfangspuncte 
aus die Ordinate OB nach Glosse und Vorzeichen gleich b (Längen- 
einheiten) hin und ziehe duixh den Endpunct B in dem durch das 
Zeichen vor a bestimmten Sinne eine der Abscissenaxe Parallele 
BP gleich a (Längeneinheiten) : alsdann ist der Endpunct P dieser 
Parallelen der verlangte Punct. 

Die erstere Construclionsarl ist wohl die gewöhnlichere, da 
die Abscissen gern auf die Abscissenaxe selbst, die Ordinaten da- 
g^en parallel zur Ordinatenaxe durch die respectiven Endpuncte 
der Abscissen gelegt werden. 

3. D^rch die Coordinaten eines Punctes ist der Begriff der 
mit Vorzeichen versehenen Länge in die analytische Geometrie ein- 
geführt worden^ jedoch mit der Beschränkung, dass diese Länge 
einer von zwei gegebenen festen Axenrichtungen parallel sei. Wir 
wollen nunmehr diesen Begriff verallgemeinern und überhaupt jede 
zwischen zwei Puncten enthaltene Distanz als mit einem bestimmten 
Vorzeichen behaflet ansehen. 

Jede beliebige als unbegrenzt gedachte Gerade kann vermöge 
zweier UB.d nur zweier einander gerade entgegengesetzter Bewe- . 
gungen durchlaufen werden, indem entweder ein Punct von der 
einen Seite her aus unendlicher Entfernung herkommend nach der 
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anderen Seite bin auf ihr ins Unendliche fortgeht, oder indem er 
im Sinn der entgegengesetzten Bewegung und von der anderen 
Seite her sie gleichfalls in ihrer ganzen unbegrenzten Ausdehnung 
durchmisst. Bezeichnen wir die unbegrenzte Gerade mit 2, so ist 
es angemessen sie mit +1 oder —/zu bezeichnen, je nachdem 
sie In dem einen oder in dem anderen Sinne durchlaufen wird; 
statt +{ können wir auch l setzen, weil eine Gerade fortan 
nur als in einem bestimmten Sinne durchlaufen von uns be- 
trachtet werden wird und mithin die beiden Symbole t und —l^ 
vollkommen zur Unterscheidung der beiden möglichen Bewegungen 
ausreichen. 

Wir nehmen nunmehr auf unserer Geraden zwei beliebige 
Pjjncte P| und P^ an und bezeichnen die zwischen ihnen enthal- 
tene Strecke durch PjP, oder durch P|Pi, je nachdem sie. als 
durch die Bewegung eiiies Punctes von P| nach P% hin. oder von 
P} nach Pi. hin erzeugt in der Vorstellung festgehalten wird. Als- 
dann ist PiP« ersichtlich positiv oder negativ, je nachdem der Sinn 
der Bewegung , durch welche es erzeugt wird , der Bewegung im 
Sinne der +1 oder der — l entspricht und das Vorzeichen von 
AA i^( natürlich das entgegengesetzte. Hithin ist jedenfalls 

PiPi = -PiPi. PiPt = -PiPi 

ui)d ausserdem, erhellt, dass, wenn das Vorzeichen der Länge PiP,. 
bestimmt ist, liiermit zugleich der Sinn der Symbole +1 unil — /' 
als festgestellt angesehen werden darf. Um nun das Vor- 
zeichen einer Distanz, wie P1P2 ist, zu bestimmen, 
le^e man sich durch den Anfangspunct P| derselben 
eine Parallele zur Axe der x und betrachte die Di- 
stanz als positiv oder negativ, je nachdem sie von 
dieser Parallelen aus gesehen nach der Seite der 
positiven oder negativen Ordinalen hin gerichtet ist, 
d.h. bei der von uns oben angedeuteten speciellen Zeichenbestim- 
mung der Coordinaten, je nachdem sie oberhalb oder unterhalb 
der durch P| gezogenen Parallelen zu liegen kommt. 

Diese Vorzeicbenbestimmung genügt der einzigen geometri- 
schen Bedingung, welche uns auferlegt ist, da sie den Distanzen 
PiPx uiid P2P1 entgegengesetzte Vorzeichen giebL 

'4. Wenn zwei Gerade l und V gegeben sind und sich in 
ii^end einem Puncto durchschneiden , so können wir die vier con- 
cayen Winkel (wir werden den 2usdtz 9,concav" künftig auslassen, 
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W0il , #eil]i nicht ansdiücklich das Gegentheil bemerkt wird , von 
uns nur concate und niemalB convexe T^nkel in Beträcht gezogen 
werden), weMie um den Durchschnittspunct herum entstehen, von 
eiäander unterscheiden, wenn wir uns die Schenkel jedes Winkels 
vom Scheitelpuncte aus durchlaufen denken und, je nach dem 
Sinne dieser Bewegung, dieselben als mit einem bestimmten Vor- 
zeichen behaftet ansehen. Legen wir nämlich durch den Scheitel- 
punct eine Parallele mit der Axe der x\ so zerfallt jede der Ge- 
raden / und /' ih zwei Strahlen und wir bezeichnen diejenigen ' 
StraUen, die nach der Seite der positiven Ordinaten hin (d. h. nach' 
der von' uns getroffenen Uebereinkunft oberhalb jener Parallelen) 
liegen, doreh die Symbole +/ und +l'j und diejenigen beiden 
Strahlen, die nach der Seite der negativen Ordinaten hiÄ (d.h. 
uDlefhalb der Parallelen) liegen, durch die Symbole — l und — V. 
Dies vorausgesetzt sind die Schenkel der vier Wmkel, um welche 
es- sich handelt, respective +1 und +P, +1 und — V, — l und 
+t; — l und — f. Wir wollen nun dieselben der Reihe nach 
dordi die Wmkelsymbole 

(r, 0, (-f.i). (P.-O, (-i',-0 

oder durch die umgekehrten Winkelsymbole 

darstellen und gleichzeitig festsetzen, dass jedes derartige 'Symbol 
das Mass der Drehung bezeidme, vermöge welcher die zugehörige 
(c^Bcave) Wfaikelgrösse beschrieben wird, wenn man den vor dem 
Kömba befindlichen Schenkel bis zur Deckung mit dem nach dem 
Komma 'bisfindlichen Schenkel um den Scheitelpunct herumgedreht 
denkt Unmittelbar ' hieraus ergiebt' sich die Nöthigung jede Winkel- 
grosse ab mii einem bestimmten Vorzeichen behaftet zu betrachten, 
weit-^ Drehung entweder von links nach rechts oder umgekehrt' 
von' tecfats nach links geschehen kann. Da die in den vier ersten 
Syttibolen üngedeuteten Drehungen gerade entgegengesetzt sind zu 
den in den' viei^ letzten Symbolen angedeuteten Drehungen, so hat ' 
man' 

(f, o'= -a V). (—V, t) =^ -a, —n etc.,- 

d.h.'da8 Yorziiehen einer solchen Winkelgrösse an- 
dei^fsich, wenn man die Ordnung der Schenkel in dem ' 
betrefftinden Symbole umkehrt. 

JkXtithtkn vrir diejenigeii vier Winkel, welche durch die 
Co^ttiteaieiikli^n^gebildet wördeii und sehen die^elbeÄ' an als ent- 



- 8,- 

Standen durch Drehung der Axe YY\ bis dieselbe) 2ur DiQiikuiig 
kommt mit der Axe XX^ so sind dieselben der Reihe nach 

(y, rr), (— y, a?), (y, —x), (— y, — a?). 
Der Winke] (y, o;), welcher von der Halbaxe der positiven y n)il der 
Halbaxe der positiven x gebildet wird, hei3st der C o ordinale n - 
Winkel und wird im Nachfolgenden häufig durch o ^lezeichaet 
werden. Zu gleicher Zeit nehmen wir den Sinn der den 
Coordinatenwinkel erzeugenden Drehung als. wesent- 
lich positiv an. Je nach der Beschaffenheit des Coprdinaten*- 
winkeis unterscheidet man rechtwinklige und schiefwinklige Cß- 
ordinatensysteme; die erstem sind die einfachsten und am häufig- 
sten in Anwendung kommenden, weil die vier Winkelräuipe (y, (s)» 
(— y» x), (y, — j?) und ( — y, —x) für derartige Systeme ein- 
ander congruent sind, 4,h. wenn man sie so auf einander legt, 
dass die auf derselben Geraden befindlichen Schenkel sich decken, 
so fallen immer je zwei Puncte, deren Coordinaten dieselbe ^bBO- 
lute Grösse haben, in einen zusammen. Für schiefwiqklige Co^ 
ordinatensysteme sind immer nur je zwei einander gegenüber sie- 
hende Winkelräume (Scheitelwinkel) congruent. Uebrig^ns ist all- 
gemein nach Grösse und Vorzeichen 

<7) (y, ft?) ^ (— y, — o;) =? «,, , 
(8) (— y, x) = (y, — a?) = (y, a;) — tt == —(;?—«) 
und der Winkel a beständig zwischen den Grenzen und 7$ ent- 
halten, ohne einer dieser Grenzen gleich werden zu können; denn 
alsdann fielen die beiden Axen zusammen oder wären parallel, und 
für ein solches Axonsystem ist offenbar die Bestimmupg der Lag§ 
eines Punctes durch seine Coordinaten illusorisch. 

Nachdem die den Coordinatenwinkel erzeugende Drehung. als. 
wesentlich positiv angenommen ist, betrachten wir irgend einen i^be- 
liebigen Winkel als positiv oder negativ, je nachdem die ihn, (er- 
zeugende Drehung übereinstimmt oder nich^ übereinstimmt mi^4er 
den Coordinatenwinkel erzeugenden Dfrehuog. Was di^, vier ^Ut 
kel anlangt, welche die beiden Geraden { und V mit einander eio-^ 
schliessen, so bestimmt sich hiernach deren Vorzeichen in ^eindeu- 
tiger Weise, mindestens wenn man sich darüber ; verständigt hat, 
welcher Schenkel behufs Bescbreibi;ng des Winkels in Drehung, ver- 
setzt werde. Uebrigens ist nur die Keni^lniss irgend eiipueg, belie- 
bigen von ihnen erforderlich , weil die übrigen drei aus dem^ben 
nach Grösse und Vorzeichen folgen. Wir wählen den Winkel,. 



wdchen die 191 Sinne der poaitiTen Bewegung geMmmenen Rieh- 
tangen der beiden Geraden mit einander einschliessen und be- 
zeichnen diesen Winkel {V, l) schlechthin als den Winkel der 
beiden betrachteten Geraden. Derselbe ist, zu Folge un- 
serer speciellen Annahme über die Zeichen der Coordinaten, po- 
siÜT oder negativ , * je nachdem die ihn erzeugende Drehung von 
links nach rechts oder umgekehrt von rechts nach links gerichtet 
ist, und indem wir ihn nach Grösse und Vorzeichen gleich d an- 
ndunen, hat man die Relationen, von denen die Formeln (7) und 
(8) spedelle Fälle darstellen : 

(9) il\ l) = (-r, -0 = ä 
und, je nachdem d positiv oder negativ ist, 

(10) (-r, = (r,-n - d + 7c . 

Dm die letzte Formel darzuthun bemerken wir, dass, wie jede 
beliebige Figur zeigt, die beiden Winkel (/', und (—V, l) 
darch Drehungen im entgegengesetzten Sinne entstehn und der 
Lage nach Nebenwinkel von einander sind. Demzufolge stellt ihre 
algebraische Differenz (V, l) — ( — 1\ l) die Summe ihrer abso- 
luten Werthe, nämlich n mit dem Vorzeichen des ersten Winkels 
dar: also ist dieselbe gleich -hTToder — n, je nachdem ^0\ l) 
= Z.d positiv oder negativ ist. Hieraus ergiebt sich aber ( — Vyl) 
^ d'+n. Die Gleichheit endlich der beiden Winkel ( — V, l) 
UDd (r, — {) erhellt einmal daraus, dass sie der Lage nach 
Scheitelwinkel von einander, also von derselben absoluten Grosse 
sind, und dann entstehen sie auch ersichtlich durch Drehungen 
in demselben Sinne, so dass sie auch gleiches Vorzeichen haben. — 
Deberhaupt in analytischem Sinne sind Scheitelwin- 
kel nach. Grösse und Vorzeichen gleich, Nebenwinkel 
der Grösse nach supplementär, dem Vorzeichen nach 
entgegen gesetzt (natürlich nur unter der Voraussetzung, dass 
beide Winkel duvA die Drehung je zweier auf derselben Geraden 
befindlichen Schenkel erzeugt werden). 

Was die goniometrischen Functionen zweier Nebenwinkel >an* 
langt, so gelten die Formeln 

(sin ( — r. = —sin (T, 
(11) <cos C— r, = -cos(/', l) 

( tg(— r, =r tg(r, 0; 

die trigonometrischen Tangenten zweier Nebenwin- 
kelsind also (wenn die Nebenwinkel als algebraische Grössen 
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aii%8fii8tt wenim) durdiaiis identfstAf, 8t>Wt)lil nach 
Grösse wie Vorzeichen; die Sinns und Cosinus der — 
selben Winkel dagegen sind nur der Grösse nadt 
gleich« dem Yorzeidien nach ungleich. 

Wir schliessen die allgemeine Bemerkung an, dass die be^ 
stimmten Geraden, die in ein Winkelsymbol hineingeben, in sol*- 
ehern wesentlich nur als Richtungen gelten und demgemäss auc^ 
durch ihnen parallele Gerade ersetzt werden können, die indessem 
in demselben Sinne der Bewegung zu nehmen sind, wie die prl— 
mitiren Geraden. In der That wird dadurch nur der Scheitelpunct 
Terrückt und der neue Winkel entspricht einer ^eich grossen und 
in demselben Sinne vor sich gehenden Drehung, wie die auf den 
ursprünglichen Winkel bezügliche ist: beide Winkel sind also nacli - 
Grosse und Vorzeichen gleich, wie sie sich denn auch geometriadb. 
als Winkel mit parallelen Schenkeln Ton ähnlicher Lage wie zwei 
correspondirende Winkel darstellen. Dem entsprechend könnte 
man das Winkelsymbol (/', {) auch etwas allgemeiner deflniren 
als den Winkel, den irgend eine Parallele zu der bestimmten Ge- 
raden l\ mit irgend einer Parallele zu der bestimmten Geraden 2 
macht. 

Die Unbestimmtheit in dem Vorzeichen des Enkels zwiscfatfn' 
zwei beliebigen Geraden, weldie dadurch entsteht, dass mati a 
priori nicht weiss, welche Gerade durch Drehung den -Winkel be^ 
schreibe, verschwindet, wenn nur die eine Gerade f beliebig und- 
die andere als eine Parallele zurAbscissenaxe oder auch ab soKhe' 
selbst genommen wird. Indem wir alsdann feststelien, dass* der 
in die Riehtong der Geraden i hineinfallende Schenkt dureh seilte' 
Drehung den betreffenden Winkel beschreibe, ist derselbe dnrA 
das Symbol {l, x) in eindeutiger Weise nach Grösse und Vor- 
zeichen bestimmt. Umgekehrt durch den Winkel (/, ar), 
den eine Gerade mit der Abscisseüaxe einschliesst, 
ist 4ie Riditung dieser Geraden Tollständi'g be- 
stimmt Der Winkel (h x) wird von uns häufig durch den 
Buchstaben ß bezeichnet werden; da er von der im Sinne der 
positiven Bewegung genommenen Geraden { mit der Qalbaxe der 
positiven x gebildet wird , so ist er wesentlich positiv und , ebenso 
wie sein Scheitelwinkel, (— /, — a?) zwischen den Greitt^tf taäd 
n ' enöialten. Was die beiden ^ zuweilen vorkommenden Schdtel«- 
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Winkel ( — {, x) uQd ({, —x) anlai^gt, so baogeu sie i^it dem 
Winkel. C'i ^) durch die- Foro^el zusammea 

(12) i-l, X) = (/, X)^7$ = ^[7P-{1, x)h 

Dien Winkel, welchen eipa im positken Sinne ihrer Bev^r 
gung genommene. Gerade l mit d|sr Ordlnutenaxe oder Ti#lmehi; 
mit d^* Rieh tnog der positiven ,y macht, müssen wir durch (y, 0' 
bezeichnen und also durch Drehung des in die OrdinatenaxA hio- 
ein falj/enden, Scheitels nach der Geraden { hin entstanden den- 
ken, weil wir in demjenigen speciellen Falle, iq welchem die.G^-*. 
ff da l in di^ Abscissenaxe hineinfallt, ups Ton vorn h^ein für 
die Bezeichnung (y^ x) enlBchieden hpben. Der Winkel (y« {) 
wird YOB uns späterhin häufig durch den Bucib^Ubm y bezeichnet} 
werden; er ist positiv oder negativ, je. nachdem die Gerade 2 mit, 
ihrem nach, der Seite, der positiven y hin gerichtete^ Theile. au( 
der positiven oder negativen Seite der Ordinatenaxe sich befinde!» 
d^.h. wenn. man durch den Anfangspunct nach der Seite der posir 
tiven y hin einen. Strahl parallel mit { zieht » bei der von uns ge*« 
machten speciellen Vorai^ssetzung über die Zeichen, der Coordinan> 
ten. eines jPunctes, je nachdem di^er Strahl sich rechts oder Imkaj 
von, der Ordinatenaxe befindet. Denn je nachdem das Eine oder 
das Andere stattfindet , ist. die in dem Symbol (y, 2) angedeutete . 
Drehung dieselbe, oder die entgegengesetzte zu der den Coordina-^. 
tenwinkel (y^x) erzeugenden Dreh^ffg, Was deq Nebenwmkel 
(y, — l) .oder.(— y, des Winkels .(y^ anlangt, so hat mßn-^ 
die Formel 

(13) (y, — i) =5 (y, /) +.7t, 
wo das obere oder untere Vorzeichen £ilt, je nachdem (y, {) p9^.< 
sitiv, oder negativ ist« 

Die Winkel ({,,a:). und (y, 2) sind verknüpft durch diei ,R^ . 

htion (^.a?) .+ (y^O = (y, a;), 

woher noch die häufig benutzte Formel folgt 

(14) (y^O =.(»» a?) — (lyx) oder y = a — /?. 

Endlich hat rnan, indeni r und { .zvvei willkürliche in\ Sii^m^ . 
ihrer, positiven. Bewegunj^^enon^mene Gerade bezeichnen, die au#.., 
jeder, Fjgur von selbst sich ergebenden Formelin 
(V5) dVO = U', X) ^(Z, 0?); und (2, V) ^ (2, x) -{l\x). 

In dem, Nachfolgenden werden wir. uns des ;Symbples (y, x) 
bäu^^ in.dem Sinnp bedienen , das» y und|. d? keine RichMingep)^ . 
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nvehr, slondern algebraische Zahlenwerthe, nämlich die Coordina« 
ten irgend eines Punctes, bezeichnen. Alsdann werden wir aber 
stets das Wort „Punct" ausdrücklich vorsetzen und verstehen also 
z.B., wenn wir von einem Puncte (b, a) sprechen, darunter einen 
solchen speciellen Punct,* dessen Ordinate den speciellen Zahlen- 
werth i und dessen Abscisse den speciellen Zahlenwerth a hat. 
Die Ordinate steht immer vor dem Komma, die Abscisse hinter 
dem Komma. 

5. Bestimmung der Lage eines Punctes durch 
Polarcoordinaten. 

Man nehme sich in der Ebene eine' beliebige Gerade XX' 
a]9 feste Axe an und auf ihr einen festen Punct als Anfangs- 
puhct der Polarcoordinaten. Zu gleicher Zeit gelte die Richtung 
von X' oder nach X hin als die Richtung der positiven Be- 
wegung auf der Axe XX^ Dies vorausgesetzt ist die Lage eines 
Punctes P in der Ebene vollkommen und in eindeutiger Weise 
beistimmt, wenn man die absolute Länge seines Abstandes von O 
kennt, oder, wie man zu sagen pflegt, seinen Radius vector 
OP = r und ausserdem den concaven Winkel, welchen dieser 
Radius vector in dem Sinne von nach P genommen mit der im 
positiven Sinne der Bewegung auf ihr genommenen Axe X'X, 
d.h. mit OX einschliessd!' Diesen Winkel POX setzen wir gleich 
q> und nennen ihn die Amplitude oder Polhöhe des Punc- 
tes P: er ist negativ oder positiv, je nachdem die Richtung von 
nach P hin wesentlich den negativen oder positiven Sinn der 
Bewegung auf dem Radius vector darstellt, d.h. bei den von uns 
gemachten Annahmen über die Vorzeichen der Coordinaten y, x 
' eines Punctes , je nachdem OP unterhalb oder oberhalb der Axe 
XX' zu liegen kommt. Hiernach variirt der Winkel q> zwischen 
detif Grenzen — tv und +n. Wenn man will, kann man auch den 
Radius vector als eine akebraische Zahl betrachten, indem man 
der Masszahl r seiner Länge das Vorzeichen + oder — beilegt, 
je nachdem OP oberhalb oder unterhalb der Axe XX' zu liegen 
kdtnmt und die Amplitude q> als einen wesentHch positiven, zwi- 
schen den Grenzen und 7t enthaltenen Winkel ansieht, welcher 
gebildet wird von der der positiven Bewegung auf dem Radius 
vector entsprechenden Richtung mit der Halbaxe OX. Indessen 
da das Erstere wohl gewöhnlicher ist, nehmen wir vorkommenden 
Falf^, wenti nicht ausdrücklich das Gegentheil bemerkt wird^, den 



Radius yector als eine absolute Zahlengrösse und die Amplitode 
als eine algebraische Winkelgrösse an. 

Es ist nicbts leidiler als von den rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punctes zu seinen Polarcoordinaten oder umgekehrt ?on sei- 
nen Polarcoordinaten zu rechtwinkligen Coordinaten überzugehen. 

Zu deiu Zwecke errichte man auf XX * in dem Puncto die 
senkrechte Ordinatenaie YY* und nehaie an, das» för beide Sy- 
steme von Coordinaten die positive Bewegung auf X*X denselbön 
Sinn baboy sowie dass die positive Bewegung auf irgend dnem 
Radius vector nach der Seite der positiven y hin verlaufe. Unter 
dieser Voraussetzung seien die rechtwinkligeu Coordinaten eines 
Punctes P respective 0A^=^ x und AP ss y, die Polarcoordinaten 
OP =^ T und POX ^ if* In welchem der vier Winkelräume 

(y» a?)» (jf> — »)i (— y» »)» (— y» — «) der Panct P als- 
dann auch liegen möge, die Betrachtung des rechtwinkligen Drei- 
eckes OAP hat in allen Fällen zu Folge : 

(16) X » reos q> und y »s rsinqo 
und umgekehrt, indem die Quadratwur^elgrösse (wie überall im 
Nachfolgenden, wenn nicht ausdrückUdi — davor steht) als we- 
sentlich positiv zu betrachten ist, 

(17) T = VyHic*, cosy = . sinqp = ^, tgflp = ^'. 

Vy* -♦- Ä* T X 

Da diese Formeln ersichtlich, iudem man x, y, q> als absolute 
Grössen ansieht, Geltung haben, so bleibt nur darzuthun, dass, 
indem die genannten drei Coordinaten als algebraische Grössen 
betrachtet werden, die Grössen x und cosgp, sowie y und sitif) 
respective gleiches Zeichen haben, und dies folgt unmittelbar aus 
der Ansicht der vier verschiedenen Figuren, welche je nach der 
Lage des Punctes P statt haben können. 

§. 2. 
Von der Gleichting einer Curve und der Construction 

einer Curve durch Puncte. 

1. Feststellung des Begriffes der Function ei- 
ner Grösse. 

Senken wir uns die Gfüsso y durch eine Folge bestimmter 
Bechnungen aus der Grösse x und einer beliebigen Anzahl be^ 
kannter Grössen, zusammengesetzt, derartig dass jedem beliebigen 



Zablflo^erUite Von a «hi Msttintoter und %^redieüMi# ^hf«h- 
werth von g entspreche, so ^hehst der Ü^cKfn^ngislauiitl'fuiik, iM- 
foher dos 'Bildungsgeselz von y darstellt, eine Püheffon SrÖn x und 
idie (BeeeichnnDg ist 

(1) y^m. 
•So^haben z, B. die Ausdrüokie -o^ + '^ew?* , sfftdrr, igä, iiib^hx+e^ 
•fOr jeden speeiellen Werth von ä? vernöge tt^r -b^stiimnten 'jede 
Formel beeiehungsweise flfiisdnimeinretz^ndeii fteehttati^sötl^ratidtien 
'HbA Grösse und Yorzeiohen bestimmte Zabtenwiiftbe, die tiih 
•ntweder graau oder doch mit jedem beliebigen Grade d^ Atmärbe- 
rung berechnen lassen. Demgemäss wenn man dlb t?feichuhgeh 
y Ä x-^-^aafly y = sino?, y «= IgXj y ä acosfeK; + ^ 
aetati^ bekommt fftr jede dieser Gleichungen die Grösse y eiti^n 
bestimmiefl und angebbarep Zahleinweith, stobaAd der Grösse x tin 
spetieller ZaMenwerth ertherlt wird. In alt^tt 'di^s«<n FHläi i^t 
also y eine Function von x und zwar eine btotfmmlte l'utietfofn 
von X, weil die Art und Folge der die jedesmalige rechte Seite 
zusammensetzenden Rechpungsc^rationen <eiiie besUmmte IM. 

Vermöge der Gleichixig (1) wird angeasei^^ dass titt Ztrs^ih- 
menhang zwischen y und x besteht, so daas, ^eicAi "do b^lMlAt 
ist, zugleich auch y bestimmt ist: aber die Natur dieses Zusam^ 
menhanges ist vorläufig durchaus unbestimmt. Näher ist der Aus- 
druck f(x) eine solche Formel , in der «owohl die ZaHl der cb'n- 
fitanten Grössen, welche nebst x in dieselbe Eintreten-, #ie tnxfUi 
die Art und Folge der diese Grössen verknQpfekiden RethMuYr^- 
Operationen zwar als eine bestimmte und ttnvlsrändefc*]irhe, aber 
dabei als eine vollkommen willkürliche gedächt werden mnhh. 
Hieraus erhelU von selbst, dass y aaf unendlich marinigfaltige 
Weise als Function von x betrachtet werden kann oder dafird ^ 
unendlich viele von einander verschiedene Functionen der Grösse 
X giebt. 

Die Constanten und unveränderlichen Zahledgi^isen ^ welcjle 
ausser x in die Formel f(x) hineingehen, heissen, sofern sie auf 
aligemeine Weise durch Buchstaben dargestellt sind, die Para- 
meter der Function. .... 

Die Rechnungsoperationen, welche vermöge der Zusam- 
mensetzung der Formel f(x) mit x vorgenommen weärAi^ii müs- 
sen, um y zu finden, werd^ von uns als durchaus eindcteti^ 
vorausgesetzt. Wenn also unter solohen etwa QoadratWurzelaaf- 
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4iel|UDg«D .tovkominen sollten » so Auss jedesmal >9as idem 'Resnl^ 
täte zu.Ariheilende S^oneicheii genau bestimmt sein. Ihn Missver- 
atändnissen zu begegnen wollen wir daher festsetzen, dass jede 
Onadraiwurzel in den nachfolgenden Entwickelungen als ein we- 
«Qotlich absoluler Zahlenausdruck gelte und demgemäss als we- 
seUllidi positiv oder negativ gelte , je nachdem ihr das Zeichen + 
\oder — vorgesetzt ist. 

£ia z.weites Beispiel bieten die sogenannten cvclometri- 
s^hen Functionen^ welche die Umkehrung der trigonometrische 
o4er ^niometriscben sind. Wir definiren nämlich jedes der Sym- 
l)Q)e arcigx^ arc cotgt;, arc sin a; 

als denjenigen zwischen den Grenzen ^ und + -^ enlhalte- 

jfea fioge«« d^sMI Tangente, Cotaageirte, Sinus respeclive gleidh 
X ist, und das Symbol orocoso^ 

als denjenigen zwischen den firefizen und n enthaltenen Bogen, 
dessen Cosinus gleich x ist. Dieses voraosgesefet bezeichne n eine 
giQze poaiUve oder negative Zahl, sowie y irgend einen der nn- 
e^ÜMk vielen lireisbfigen, dessen Tangente, Cotflfngente, Sinus, 
C^niis iHBspedive ^den Wertb x hat: alsdann bestehen die Glei- 
ct^ongep (2) g^ » mr + aretgo;, 

(3). ff ^ mt+ arc coigx, 
\^y wißm ei^vfeder die obern oder die untern Vorzeichen gleidh- 
10t «elteo 

(4) y = 2n7t + y^'+-^j +^arc sin Xj d. h. 

( 2n9v + arc8ina; 
* "^ ( 2(n + l)n:-^arcmx 
(5) y « 2mt+.arca^x. 
Wenn imn nunmehr t. B. y überhaupt alsi einen Kreisbogen sich 
l^f^mvH ^enkt , ie^Bßü trigonometrische Tangente den Wertfa x 
hat, so bekommt man offenbar, indem man die Zahl n in del^ 
^mf^bnng (2) m(Ai mA nach die Reibe der positiven und nega- 
ti^^n galten Zable« (die Null incl.) durchlaufen liest, unendlich 
vjiel^ X^r^i^ne formein, und jede, derselben bestimmt in 
dM^us ei^deuUesr Weise den zu irgend einem speciellen x ge- 
lfAi;i|^ Za(ilen^erth von jr, nur nuss natürliek der jeder Formel 
ent/^prech^nde !{ahjej|.werth von n unveränderlich beibehalten y^et- 
49f9u Jfifi Vorfk^8ßet9|^lg bedingt also unendlich viele Glekhungs^ 
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formen (wie y =; «rc tg o;, y = — fr + are tg », y' ä 
+ n + ardix etc.)> vermöge welcher y ab Funclion von j: aus- 
gedrückt werden kann. Dieselben bilden offenbar ein zusammen- 
gehöriges System und aus diesem Grunde nennt man in dem vor- 
liegenden Falle y eine vielförmige Function von x. Ue- 
berhaupt, wenn zwischen y und x ein derarligier Züsammenbasg 
besteht, dass demselben durch verschiedene Formeln, welche y 
als Function von x bestimmen, Genüge geschieht, so nennt man 
jf eine zweiförmige, dreiförmige, nförmige Fun- 
ction von X, je nachdem zwei, drei, .... n Formehi der an- 
gedeuteten Art exisüren. Wenn z. B, die beiden Unbestimmten 
y und X in einem durch die Gleichung 

y^ + x^ = a* 
ausgedrückten Zusammenbange mit einander stehen, so geschieht 
demselben Genüge, sowohl wenn man 

y » + V o^ — g^" 
als auch wenn man y = — V«' — ^* 
setz t. Die Zusammen gehörigk eit der beiden Fnnotionsformen 
+ V«* — ^* und — V«* ■"* ^^ i** analytisch dadurch ausgedrückt, 
dass sie eine und dieselbe Gleichung zwischen y und x zu ihrer 
gemeinsamen Quelle haben; andererseits tritt sie auch aus dier 
geometrischen Bedeutung der beiden vorhergehenden Gleichungen 
hervor. Dieselben drücken nämlich, wie sich weiter unten heraus- 
Stellen virird, zwei solche Halbkreise aus, die sich zu einem vol- 
len Kreise ergänzen. Wenn allgemein eine Gleichung zwischen y 
und X besteht, die in Bezug auf y bis zum f^ten Grade aufsteigt, 
so ergeben sich durch Auflösung dieser Gleichung nach y n ver- 
schiedene Ausdrücke für diese Grösse als Function von rc. Dem- 
gemäs$ ist y eine nförmige Function von x und in Uebereinstim- 
mung hiermit wi|rd sich zeigen, dass die gegebene Gleichung zu 
ihrem geometrischen Bilde eine Figuration hat, die aus n von ein«^ 
ander verschiedenen Theilen besteht* 

Indem y vermöge der Gleichung (l) bestimmt ist, sobald x 
es ist, liegt es nahe zu untersuchen, ob auch umgekehrt x be- 
stimmt sei, wenn man y vrillkürlich annimmt. In der That ist 
dieses der Fall; denn unter der genannten Voraussetzung enthält 
die Gleichung (1) nur die eine Unbekannte x und ist ausreichend 
zu deren Bestimmung. Im Allgemeinen wird x eine vielfSrmige 
Function von y sein^ weil in der Mehrzahl der Fälle x entwedei^ 
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in böhßren Potenzen, als die erat« ist, Tiurkoinnit oder in (rans* 
scendenter Gestalt. So hat z. B. die Gleichung 

zu Folge die beiden Gleichungen 

a? =a a + Vy^-6 +a* und x^a — Vy — ^ + ä* 
Termöge welche x als eine zweif5rmige Function von y erscheinU 
Ferner die Gleichung y = tgo? 

hat durch Umkehrung unendlich viele Formen ffir a? als Function 
von y zu Folge, nämlich 

s = — 27r+ arctgo;, x = — tt + arc tga?, » = arctgo?, 

Ä = TT + arctgo?, 05 = 27r + arctga;, a? = Stt + arctgo;, : 

Endlibh der Gleichung y ss ^i — x + "Ji +x 
entsprechen folgende beiden W erthe von o?, 

^ = +iyV4— y* ußd 0? Ä — fyV*— »*• 

Wenn durch das Symbol gp(y, o;) eine Formel bezeichnet 
wird, die sich aus y, o; und beliebig vielen Cons tauten durch ir- 
gend welche bestimmte Eechnungsoperationen zusanimensetzt, so 
ist die Gleichung 

(6) y(y, 0?) = 
offenbar die allgemeinste Form für irgend einen zwischeii' y und 
X bestehenden Zusammenhang. Vermöge derselben wird im All- 
gemeinen y als eine vieUormige Function von x und x als eine 
vieUormige Function von y bestimmt 

Wenn mehrere Functionen in Rechnung kommen, so unter- 
scheidet man dieselben dadurch, dass man an Stelle von f andere 
Buchstaben treten 'lässt oder auch dem Buchstaben f Indices bei- 
ffigt. Die Bezeichnung ist hiernach 

F(fl?), F'Cx), Fi{x), f,(o?), y(o?), 0(x), tpix), (o(x) u.s.w. 

Der Begriff einer Function von zwei Grössen x und y ist 
durchaus analog dem Begriffe der Function einer Grösse. Die Be- 
zeichnung ist z — f(x, y) 

und da in jedem einzelnen Falle die Art und Folge der Rech- 
nungsoperationen , vermöge welcher die Formel f(Xy y) aus x^ g 
und den etwa darin vorkommenden Constanten sich zusammen- 
setzt, durchaus bestimmt und unveränderlich ist^ so erhellt vop 
selbst, dass die Grösse z einen bestimmten Spedalwerth erhält, 
sobald den Grössen x und y bestimmte specielle Zahlenwerthe 
ertheilt werden. Ganz ahaiog stellt sich der Begriff einer Func- 
Sdmon L 2 
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tibi! ioit it^ oder ihmA mehreren Grössen fest. Die BexöichttbiiB 
ist u = /(ä, y, «)i t> = f{x, y, Ä, li) etc. 

2. Zu Folge der eindeutigen Beschaffenheit der Rechnungs- 
operationen, welche die Formel fiäp) zusatnhien$etzen , kann sich 
im Allgemeini^n nur ein Wertii von y für jedes specielie Ui erge- 
beiiA Das Gogentheil kann nur insofern eintreten » als im V«r* 
'laufe der Rechnung irgend eine Operation sich ergiebt, die nrit f 

odet* det* <!tamit 'zusammenhängenden ZaMfortii tX t= ^ tbrge- 

nommen werden muss. Denn wenn gleich die hechnungso^era- 
tion eindeutig ist, so gilt dasselbe alsdahh dui*chaus nicht Vbti 
der Tahl, auf welche sich dieselbe bezieht. ViMioieb'r dte Grösse 
0/ da sie die Grenze zwischen der Reihe der positiven' ühd ti^g^«- 
tiven Zahlen bildet, kann ebenso als ^^»ehtlibh {»oisitiV; *^ taÜbH 
als wesentlich negativ betrachtet werden, be'm emsprecliend er- 
h^ maii bei Rechnungen mk Null iifters zwei Von eindtider ver- 
s(!;hiedene Resultate, von denen das eine dem Symbüle +0, das 
andere dem Symbole — entspricht, fis bezeichne z. B. ä dnen 
positiven die Einheit übersteigenden Zahlenwerth: ahdann geht die 

Fuijiction a^ für den Werth a; = 0, je nadidem man den Zah- 
lenwerth Null als wesentlich positiv oder negativ nimmt^ über in 

oder ia a"^^ — « * ■» a* "*" 00 "" 

Ebenso, wenn man die Gleichung 

y =s arc cotg (1 — a?) 
betrachtet, so hat man für x = l ersichtlich 1 — 9 «s: luMt 
jenachdem man 1 — o; mit dem Symbole -f oder — identifioirt, 
folgt 

y *= «rccotg(+0) =5 +-^ oder y s= arccotg(— 0) =s -r^-Tjn 

In der That, wenn man die Grösse x von — 00 aus bö 4t l 
ällmälig wachsen iässt, so bekommt die Cotangente l^^ds wäh- 
rend dieses ganzen Processes positive Werthe, die -sich, wenn ab 
hMläiigtich nahe an l gelegt wird , so wenig als man nur will von 
tmttirstireiden; die zugehörigen Bogen Jy also sind positiv tmd 

convergiren um so stärker gegen + ^tt» je kleiner die Dilferenz 

1-rc; wird; mitbin^ wenn die Difierenc 1 — x ewh .ammllirti 
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folgt gerade»! y » -f *§" • Ebenso, .wwan die Grösse gs von 

+ 00 bis 2u 1 hiii allmälig abniannt, eonvergirt 1 — x aus dem 
Negativen gegen Null hin; die zugehörigen Bogen y, deren Co- 
taugeiite gleich 1 — x ist, sind folgeweise negativ und nihern sieh 

der Grenze — -jr-, welche sie bei a; = 1 wirklich erreichen. 

Vermöge dieser Beispiele sieht man ein, dass fiir einen oder 
mehrere Specialwerthe von x der Ausdruck f{x) allerdings zuwei- 
len dqipelte Werthe erhalten kann; aber zugleich erhellt, dass es 
eben nur aasnahniBweise geschehen kann, und, wena es geschieht, 
im AUgemeinen nur fftr solche Werthe der Grosse x, die sich um 
endliehe Grössea von einander onteracheiden. Denn nehmen wir 
an, die Function f{ps) erhielte doppeke Werthe fAr solche Zahlen- 
werthe von x, die eine continuirliche Reibe bildeten, d. h. aHe 
zwischen zwm festen Grenzen möglichen Zahlbestimmtheiten der 
ReHie nach darsteHten: alsdann mässte f{x) zu Folge seh^r Zu- 
sammens^zQi^ einen Ausdruck enthaken, welcher f&r alle in Rede 
stdienden Werthe von x steh annollirte und für sonstige Werthe 
von X im Allgemeinen von Null vonschieden ausiele. Derartige 
Ausdrücke komnwn ab«r wenigstens nicht bei denjenigen Functio- 
aei Tsr, wielche die analytische Geometrie betrachtet Wir neh- 
fflen daher dnniiweg an, dass nur ausnahmsweise Werthe von x 
enstiren, ffir weiche y, oder was dasselbe ist, die Function f{x) 
twA von einander versclnedeiie Werthe annimmt, und sagen in 
einem solchen Falk: die Function sei an der betpeffieodeii Stelle, 
Ih. iur dte beniglichen Werthe von j?, discoAtinuiriich oder 
meh: sie erleide eine Unterbrechung der €oatinuität« 

0er nähere Sinn dieser Redeweise tritt weiter wnten berifor 
dordi FeststeHung des Begriffes der Continuittt einer Function. 

3. Die Grösse x soll von uns fernerhin nicht mehr als ein 
bestimmter fixer Za/hlenwerth isiufgefasst werden, sondern als ver- 
änderlich, fl. h. wir stellen uns vor, dass sie alle nur denkba- 
ren Zafalenwerthe zwischen —00 und +00 alhnälig und nach 
einander annehme. Indem alsdann jedem Specialweithe des x^ 
bei welchem man wälnrend des Processes seiner Veränderung oder 
Variation stehen bleibt, ein durch die Natur der Function, d;h. 
durch die Folge und Art der sie zusammensetzenden Rechnungs- 
QfcratioBNi bestimmter S^cidwerth von y (nur aussahmsweise 

2* 
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existiren deren zwei) eiitt{)richt, erscheint auch y im Allg^neihen 
als »veränderlich, aber als in Abhängigkeit von x veränderlich. 
Demgemäss nennt mm x die unabhängig Variable, y die 
abhängig Variable. Die Function fix) selbst muss hiemach 
gedacht werden als der Complex der unendlich vielen Systeme von 
zusammengehörigen Werthen der y und rc, welche durch die Va- 
riation, der Grosse x innerhalb der unbegrenzten Zahlenreihe er- 
halten werden. 

Die Veränderung der Grösse x ist stets conti nuir lieh, 
weil, wenn wir von irgend einem Zahlenwerthe Xf zu einem an- 
dern Zahlenwerthe x^ übergehen, dieser Uebergang als vermöge 
Durchlaufung aller sei es mit der Eiinheit commensurabten oder 
incbmmensuraUen Zwischenwerthe erfolgend vorausgesetzt wird; 
sie wörde aber discontinuirlich sein, wenn dieser Ud^ergang so 
erfolgte, dass eine Anzahl von Zwischenwerthen ausgelassen vrurde 
und also an irgend einer Stelle zwei Werthe existirten, wekhe 
um eine endliche Grösse von einander verschiede wären. Die 
Grösse x spränge daim von dem einen dieser Werthe plötzlich zu 
dem andern über. Ein Beispiel der Discontinuität bietet die Reihe 
der ganzen Zahlen. Der Uebergang zwischen je zwei benachbar- 
ten ganzen Zahlen erfolgt durchaus nur sprungweise; er kann 
aber zu einem continuirlichen gemacht werden, wenn man die ge- 
brochenen, irrationalen und transscendenten Zwischenwerthe sich 
sämmtlich der Reihe nach eingeschoben denkt. Die thatsächlidie 
Ausführung dieses Gedankens scheitert auf dem Gebi^e der rei- 
nen Arithmetik an der Unmöglichkeit, zu zwei unmittelbar benach- 
barten Zahlenwerthen zu gelangen , so dass zwischen denselben 
durchaus keine weiteren Zahlenbestimmtheiten existiren. Auf dem 
Gebiete der Geometrie dagegen ist der in Rede stehende Ueber- 
gang leicht zu realisireuv 

Wir denken uns zu dem Zwecke die Abscissenaxe in ihrer 
unbegrenzten Ausdehnung durch die Bewegung eines Punctes A 
beschrieben, der von der Seite der — x her nach der Seite der 
. + a; hin dieselbe durchläuft, und bezeichnen, indem x eine 
algebraische Zahl bezeichnet, die die Entfernung irgend einer 
speciellen Lage des bewegten Punctes vom Anfangspuncte misst, 
diese specielle Lage selbst durch das Symbol Ä: alsdann gehört 

der Punct Ä der Halbaxe OX oder OX' an , je nachdem x peaitiv 
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oder negativ ist, und fillt für a? = mit O zus^hnpien. Der 
Einfachheit halber wollen wir die Bewegung auf irgend einem be- 
grenzten Theile der Geraden, etwa in dem Intervall von Ä nach 

i 
Ä hin, näher betrachten. Auf der Strecke ÄÄ existiren in realer 

2 12 

Weise sowohl unendlich viele Puncto, wie Ä und Ä^ deren Ab- 

stände von mit der Einheit commensurabel sind, wie auch un- 
endlich viele Puncto, wie 1, i, Ä, deren Abstände mit der 

Einheit inoommensurabel (sind, und sie alle werden in ihrer na- 
türlichen Reihenfolge von dem beweglichen Puncto Ä, indem der- 
selbe die Strecke AA beschreibt, durchlaufen. Nun ist die geo- 

1 2 

metrische Bewegung des Punctes Ä aus der Lage Ä nach der 

1 

Lage Ä offenbar correspondirend mit der Variation des Index o;, 

welcher eine Zahlengrösse darstellt innerhalb des Intervalles von 
a; =s 1 bis zu a? =: 2. Da nun die Bewegung von Ä an sieh 
selber continuirlich ist, so ist es auch die Variation von 09, und 
mithin die Möglichkeit einer continuirlichen VerSnderong auch auf 
dem Gebiete der reinen Arithmetik dedudrt. 

4. Um die Variation der Grösse y zu untersuchen, stellen 
vrir die geometrische Bedeutung fest, welche ein System zweier 
spedeller zusanunengehöriger Zahienwerthe von x und y bat. 

Die als reell vorausgesetzte Grösse x kann, wie schon be- 
merkt ist, unter allen Umständen als Absdsse auf der Axe XX' 
aufgetragen werden und bestimmt dadurch die Lage des Punctes 
Ä auf der Abscissenaxe in eindeutiger Weise. Betrachten wir y 

4P 

nun als Ordinate, so existirt, sofi^n der Zahlenwerth dieser Grösse 
sich vermöge der Gleichung (1) reell bestimmt, auf einer durch 
den Punct Ä mit der Axe YY' geführten Parallelen ein einziger 

Punct P, so dass die Ordinate AP nach Grösse und Vorzeichen 

JP X M . 

durch die Zahl y dargestellt werde. Also jedes System zusam- 
mengehöriger Werthe von x und y, in Uebereinstimmung mit den 
Lehren des vorigen §, legt einen bestimmten Punct P der Ebene 

fest, wenn anders die Coordinaten x und y beide reell sind. 

Anders verhält es sich, wenn, indem s fortdauernd einen 
reellen Spedalwerth der unabhängig Veränderlichen bezeichnet, zu 
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Folge der RechnnngsoperationeD , welche die Formel f(x) zusam- 
mensetzen, die Grösse 2( imaginär ausfällt. Alsdann existirt kein 
Punct in der Ebene oder näher kein Punct der durch Ä mit der 

Axe FF gezogenen Parallelen, dessen Ordinate durch die Zahlen- 
grösse y ausgedrückt sei. Gleichwohl sind analytisch genommen 
die Elemente des Punctes, die zur Bestimmung seiner Lage sonst 
ausreichen, nämlich die Abscisse und Ordinate desselben mit glei- 
cher Vollkommenheit gegeben, wie vorher in dem Falle der Reali- 
tät dieser Elemente. Aus diesem Grunde nennt man einen Puoct, 
von dessen Coordinaten wenigstens eine imaginär ist, einen 
imaginären Puncti der Ebene und unterscheidet ihn dem- 
gemäss durch den Zusatz „imaginär'' von solchen Puncten der 
Ebene, die sich zur constructiven Darstellung bringen lassen und 
des Gegensatzes halber als reelle bezeichnet werden. Hierbei wird 
gänzlioh abgesehen von der anschaulichen Bedeutung, welche man 
durch Einführung anderer Gesichtspuncte dem Begriffe des ima- 
ginärea Punctes abgewinnen kann, und allein die negative Bestim- 
miing festgdialteu , dass ein imaginärer Punct in^er 
Ebene der beiden Axen XX' und FF nicht gedacht 
werden könne. 

Wenn endlich der Ausdruck f(x) für den betrachteten Spe- 
cialweilh von x ausnahmsweise zwei Werthe bekommt, etwa y 
und 2^, so erhalten wir, falls beide reell sind und als Ordinaten 
an OA in dem Endpuncte A angelegt werden, auf der durch A 

XX X 

mit FF' gezogenen Parallelen zwei reelle Puncto P und t\ und; 

X X 

falls beide imaginär sind, bekommen wir auf derselben Parallelen 

zwei imaginäre Puncto, die wir consequent gleichfalls durch P und 

» 
P' bezeichnen können. Sollte endlich etwa y reell und y* ima- 

ginär sein, so fallt der Punct P reeU und Punct P' imaginär aus. 

X X 

Zu Folge des eben eingeführten Begriffes von imaginären 
Puncten kann man die Variation der Grösse x auch auf die Reibe 
<)der vielmehr Reihen der complexen Zahlengrössen (von der Form 
p + q^ — 1 ) ausdehnen. Nach wie vor entspricht zu Folge der 
Gleichung (1) jedem Special werthe von x ein bestimmter Werth 
>ron y und wir erhalten so im Allgemeinen zwei imaginäre Coor- 
^natenwerthe , die zu einem imaginären Puncto der Ebene g^hö- 
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ranu Doch irerdeu wir von Punoten dieser Art nw* wenig Ge- 
hmuh machen. 

Dies ToraHsgesetzt legen jede zwei zusaramengehörige Spe- 
cialwerUie von x und y, die der Gleichung (1) Genöge leisten, 
einen speciellen sei es reellen oder imagin&ren Punct fest Also 
da durch die Variation der Grösse x unendlich viele Systeme aolr 
eher Spedalwertbe hervorgeben, drückt die Gleichung (1) eipe 
unendliebe Menge hestinimter Puncto aus. Im Allgemeinen 
bezeichnen wir die Gesammtheit dieser Puncte als 
diejenige Curve, deren analytischer Ausdruck die 
Gleichung (1) ist und sehen hierbei von der Möglichkeit oder 
Unmöglichkeit der Construction dieser Puncte gänzlich ab. Im 
engern, rein geometrischen Sinne des Wortes ver*- 
steht man unter der durch die. Gleichung (1) ausge- 
drückten Form die Gesammtheit der reellen Puncto, 
deren Coordinaten diese* Gleichung. befriedigen, sor 
fern darunter mindestens eine continuirlicb verlau*- 
fende Folge von Puncten sich befindet. Wenn etwa 
mehrere von einander abgesonderte continuirlichB Folgen vpn 
Puncten existiren, welche gleichmissig durch die Gleichung (l) 
ausgedruckt werden, so nennt man dieselben Zuge oder Zweige 
oder Aeate der Curve. Zu Folge dieser Definition genügen die 
Coordinatenwerthe jedes speciellen Curvenpunctes der Gleichung 
(1) und zugleich eiistirt ausserhalb der Curve kein (reeller) Punct 
der Ebene, dessen Coordinatenwerlhe die Gleichung (1) befriedi- 
gen könnten: denn ein solcher Punct müsste als zu der Figuration, 
welche wir mit der Curve identificiren, gehörig betrachtet werden. 
Jeder Punct dieser Art, der zur Curve gerechnet werden muss, 
ohne dass er gleichwohl auf einem Zweige der Curve enthalten 
wä|e, heisst eün) isolirter oder conjugirter Punct der 
Curve. 

Die gegdiene Definition des Begrifies ,,Curve'' kann ohne 
Weiteres ausged^nt werden auf den Fall, wenn zu Folge einer 
zwischen g und x bestehenden beliebig zusammengesetzten Gleir 
Aung (6) g>(y,x) =? 

die abhängig VeräBderlicbe y sich als eine mehrfiormige Function 
Yon .4P darsl^llen sollte. Wenn also unendlich viele roelle 
Puncte existireuy dep*en Coordinaten die Gleichung 
(6) befriedigen und darunter eine oder nebrere Fol* 
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gsn continuirlicher Puncte sich befinden, so nennt 
man das System dieser sämmtlichen reellen Puncte 
die durch die Gleichung (6) ausgedruckte Curve. Um 
dieselben sämmtlich zu bestimmen muss, man die Gleichung (6) 
sich nach y aufgelöst denken: dadurch zerßllt sie in das System 
der Gleichungen 

(7) y = fi(^)^ y = fii^^f y = h¥)^ y = A(a?), 

welche die verschiedenen Formen, welche y als Function Ton ts hat, 
in expliciter Weise angeben. Hierbei kann es vorkommen, dass 
einzelne dieser Gleichungen durch keine zwei zosammengehdrige 
reelle Werthe von x und y befriedigt werden , und demzufolge, 
da sie nur imaginäre Puncte ausdrücken , zur Bildung der geome- 
trischen Curve nichts beitragen. Dieselbe wird alsdann näher nur 
durch eine beschränkte Anzahl der Gleichungen (7) ausgedrückt. 
Uebrigens wird das System von reellen Pancten , welches durch 
eine der Gleichongen (7) ausgedrückt ist, vielfaltig ein Zweig der 
durch die Gleichung (6) ausgedrückten Curve genannt, selbst 
wenn es mit dem einer anderen unter den Gleichungen (7) ent- 
sprechendeil Systeme von reellen Puncten geometrisch sich zu 
einem einzigen Zuge vereinigen sollte. 

Weim kein System gleichzeitig reeller Zahleivwerthe von a; 
und y existirt, welches der Gleichung (1) oder der Gleichung (6) 
Genüge leistet, so sagt man, die der bezüglichen Glei^ 
chung entsprechende Curve sei imaginär, oder auch, 
die Gleichung (l) oder (2) sei ohne alle geometrische 
Bedeutung. Dieser Fall tritt z.B. ein, wenn man die Gleichung 

(8) (y-l)» + (a?-2)»=: -1 
setzt. Denn welche rollen Zablenwerthe man den Grössen y und 
X auch ertheiien möge, die linke Seite der vorstehenden Gleichung 
als der Summe der Quadrate zweier reeller Zahlen ist im Allge- 
meinen immer eine positive Grösse und nur für das einzige Sy- 
stem von Specialwerthen y »= 1 und a; = 2 der Null gleich; 
also existiren keine reellen Zahlenwerthe von x und y, für welche 
die rechte Seite gleich der Unken werden könnte oder mit ande- 
ren Worten der Gleichung (8) Genüge geschehen könnte. Die- 
selbe ist ohne alle geometrische Bedeutung oder drüdit eine ima- 
ginäre Curve aus. Da der Gleichung (8) so wohl Genüge geschieht, 
indem man y = 1+ ^{x — 2)* + 1 V — 1 

als auch, indem man 
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setzt I 80 erhellt, dass die entq^rechende imaginäre Cunre sich aus 
zwei Zweigen oder Gruppen imaginärer Puncte zusammensetze. 

Wenn nur eine beschränkte Anzahl reeller Puncte existirt, 
deren Coordinaten der Gleidiung (1) oder (6) Genüge leisten, 
oder auch wenn die Zahl dieser Puncte unendlidi ist, ohne dass 
sie gleichwohl rine stetige Folge bilden, so sagt man, die Glei- 
chung (1) oder (6) bedeute das System dieser reellen 
Puncte oder auch sie drücke eine imaginäre Curve aus; 
welche eine Anzahl reeller (gleichsam mit ihr conjugirler) 
Puncto besitzt. 

So z. B. die Gleichung 

(9) (y~l)* + (a?-2)* = 
drückt eine imaginäre Curve aus, aus deren Verlaufe sich ein ein* 
ziger reeUer Punct» dessen Coordinaten 

y = 1, a? =5= 2 
sind, heraushebt. Denn die genannten Werthe von x und y sind 
die dnzigen reellen, welche die in Rede stehende Gleichung be- 
friedigen ; für alle andern nämlich Mt die linke Seite positiv und 
von verschieden aus. Man kann also au^h sagen: die Gleichung 
(9) drücke einen einzigen Punct aus, dessen Ordinate gleich 1 
uod dessen Absciase gleich 2 ist. 

Femer die Gleichung ^ 

(10) (y» + a;»^4a*)« + (2ya?— 46*)* =* 
drückt vier reelle Puncte aud oder auch eine imaginäre CurVe, in 
deren Verlaufe sich vier reelle Puncto vorfinden. Die Coordinaten 
dieser Puncte genügen gleichzeitig den Gleichungen 

y^ + a?2w-4fl* 6= und 2yj7— 46* » 0; 
sie sind daher beziehungsweise 

y4=-Va* + ft* — Va* — 6-, a?4=~i/a*T6*"+ V«- — *^ 

5. Es möge d eine unbegrenzt abnehmende positive Grösse 
und X irgend einen speciellen aber willkürlichen Werth der unab- 
i^gig Veränderlichen bezeichnen. Denken wii* uns nun die Ab- 
nahme der Grosse d von einem hinlänglich kleinen Zahlenwerthe 
^ erfolgend, so bezaichBen im Verlaufe dieses Processes die 
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Ausdrücke x — d und tß + i die in ätr N&he d^s Specialwerthes 
a; befindlicken Werthe der unabhängig Verflnderiichen, und die be- 
zügliehen Werthe der abhängig YeräDderlicben haben die Formen 
f(x — S) und fix^dy Endlich nehmen wir unsere Function 
von der Beschaffenheit an, dass die Ausdrücke f{x — t) und 
f{x + d) sich festen Grenzwerthen nthern, Ton denen sie aiidi, 
wenn d hinlänglich abgenommen hat, bei fortg^nder Abnahme 
dieser Grösse um weniger unterschmden , als jede auch nooh so 
kleine angebbare Zahl ausmacht: alsdann kann man diese Grenz- 
werthe passend durch die Symbole /(jt— ^0) und ^(or + O) von 
einander unterscheiden und im Allgemeinen annehmen, dass die* 
selben die gleiche Werthzahl ausdrücken, nämlieh den Werth, 
welchen die Function für den Specialwerth m der unabhängig 
Veränderlichen erhält. Hiernach ist im Allgemeinen, weil fix^-^V) 
=^ f(x) und /(ay + O) = f(x)j die BeeeichBung f(x) iir den in 
Rede stehenden Werth der Function ausreichend. Indessen kön- 
nen die Symbole fix — 0) und f(x + 0) in Ausnahme&llen wirk- 
Itdi verschiedene Werthe bedeuten und wir haben nun , je nach-* 
dem der allgemeine Fall oder der Ausnahmefett eintritt, ersichtlich 

f(x + 0) —f(x~0) — jO 
öder f(x 4- 0) — f(x~0) 35 «. 

Nun unterscheidet sich der Ausdruck 'f(x -f 4) uin eine anendlkh 
kleine Grösse von dem Ausdruck fix + 0) , dem er sich ja unbe- 
grenzt nähert, und ebenso der Ausdruck fix-^S) um eine un- 
endlich kleine Grösse von dem Ausdrucke f{x^^Q). Also wird 
der Ausdruck /(a?-f <J) -^ /"(»-«-<!), 

je nachdem der eine oder der andere Fall eintritt, eine unendlich 
kleine Grösse darstellen oder nidit. Hiemach sprechen wir die 
Definition aus : 
jeie Function f(x), wofern sie der oben angegebenen Bedingung 
Genüge leistet (und das ist ohne Einschränkung der Fall be^ 
allen Functionen, die wir zu betrachten ha^en werden) heisst 
in der Nähe eines willkürlichen Specialwerthes der unabhängig 
Veränderlichen continuirlich oder discontinuirlich , je nachdem 
die Differenz f(x + d) — f(x — d} 

für unbegrenzt abnehmende 6 unendlich klein ausfällt oder nit^t. 

Zu Folge der Erklärung unter 2. am Schlüsse tritt der Fall 

der Discontinuität oder Stetigkeitsunterbrechung für solche Special- 

wisrthe von x ein,* denen zwei Werthe der abliAngi^ YariaUen ent- 



sprechen. In der That decken sich beide EtUäroAgen toUsUh- 
dig. Denn in jedem Falle nntendieiden sich die beiden Differei»- 
wn f(x + d) — f(x— S) und f{x + 0) — ^(a?— 0) 
nur um eine unendlich kleine Grösse. Wenn nun f{x) doppelt 
deutig ist, so sind seine beiden Werthe /(a^ + O)) und /(o?— 0), 
mithin die zweite DifiereuE und folgewfise auch die erste Diffe* 
reoz nicht unendlich klein; umgekehrt wenn die erste Differenz 
nicht unendlich klein ist, so ist auch die zweite Differenz von 
verschieden and folgeweise drücken die Symbole f{x + 0) ond 
f(jB — 0) zwei Tersdiiedene Zahlenwerthe aus. 

Die so eben aufgestellte Definition is( wesentlich der analy- 
tische Ausdruck der Umstände , welche anschaulich vorliegen, wenn 
die Gleichung (1) eine Curre im engeren Sinne des Wortes aus- 
drückt 

Betrachten wirj um dieses pachzuwciseu, irgend einen speciel- 
len Punct P der durch die Gleichung (!) ausgedrückten Curve. 

Alsdann folgt aus der Continuität der Curve in der Nä]ie dieses 
Punctes, dass die unmittelbar benachbarten Puncte einander un- 
endlich nahe liegen. Nun sind dieselben dargestellt durch die 
Symbole P und P. Denken wir uns die Abnahme der d von 

irgend einem endlidhen Zahlenwerthe aus vollzogen, so dass die 
den Abscissen x — d und a;-f-^ im Anfange des Processes ent- 
sprechenden Puncto P und P noch demsdben Curvenzuge 

angeboren , auf welchem der Pqnct P liegt , alsdann , nachdem d 
hiolängUcb abgenommen hat, befinden sich die beiden Puncte P 
und P sebr nahe bei dem Puncte P und (im Allgemeinen) auf 

»+tf X 

verschiedenen Seiten de^el|)eni und bei fortgebender Verkleinerung 
von 6 kann ihr Abslapd von demselbeu beliebig klein gemacht 
werden. Demgemäss müssen si^ gleichzeitig ihre Qrdinaten, 
welche req^ctive f{ß — d) und fiv^d) sind, ohne Ende der 
Ordinate f{jß) nähern und also auch eii^ander selbst , folglich ist 
die Differenz /(o? + i) — fix—d) 

QAeBdUch klein, d.b. a}e nüher^ sich unbegrepz^ der Mull. 

Denken wir uns ferner eine Curve derartig zu beiden Seiten 
einer 4vu;ch den Punct A mit der Axe YT gezogenen Parallelen 

flieh erstreckend « ä^m auf jeder- Seite der Parallelen ein stetig 
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verlaufeDder Zug der Cunre sich befinde, auf der Parallele selbst 

aber die Gurve von dem Sehlusspuncte des einen Zages plötzlich 

zu dem Anfangspuncte des anderen Zuges überspränge. Nehmen 

wir an , dass diese Curve durch die Gleichung (1) ausgedrückt sei, 

und unterscheiden die beiden der Parallelen angehörigen Special- 

puncte der Curve durch die Symbole f und P: alsdann zeigt 

»— ü+0 
äin Blick auf die Figur, dass man sich dem Puncte P nur von 

der Seite der negativen x her unbegrenzt nähern könne und 
ebenso dem Puncte P nur von der Seile der positiven x her. 

Hiernach, wenn man 8 von eiuer hinlänglich kleinen Grösse aus 
abnehmen lässt. Hegt der Punct P unbegrenzt nahe an dem 

Puncte P und der Punct P unbegrenzt nahe an dem Puncte P. 

Folglich ist der Unterschied der Ordinaten der beiden Puncte P 

0?— <f 

und P, nänüich die Grösse 

^+*^ nx + d) -f(x-d) 

um eine unendlich kleine Grösse verschieden von dem Unter7 

schiede der zu den Puncten P und P gehörigen, Ordinaten; 

«—0 x+9 
nun ist letzterer eine von Null versehiedene Grösse, al^o. kann 

ersterer nicht unendlich klein sein. 

Die vorhergebende Definition der Ccvitinuität einßr Function 
kann, wie folgt, modificirt werden: 

Wenn für irgend einen Specialwerth x der unabhängig Verän- 
derlichen, indem d eine unbegrenzt ahnehmende positive Grösse 
vorstellt y- die Ausdrucke f(x + d) und f(x^ — d) sich ohne Ende 
und aUmälig einer und derselben festen Grenze, die wir mit 
f(x) bezeichnen, nähern, so ist die Function in der N^e jenes 
Specialwerthes von x continuirlich; wenn sich di6 AusdrUdce 
f(x+8) und f(x — d) dagegen zwei von einander verschiedenen 
festen Grenzen, die wir respective durch die Symbole f(x + 0) 
und f(x — 0) darstellen, unbegrenzt und attmälig nähern, so 
erleidet die Function für den betreffenden Werth von x eine 
Unterbrechung der Stetigkeit oder ist in dessen Nähe dtseoHfi* 
nuirlich. 

Im Allgemeinen nennt man eine Function innerhalb 
eines bestimmten Intervalles eontinuirlichi wenn 



sie in der Näh^ aller dem Intervalle angebfiriger 
Werthe von » continnirlich verläuft, und wenn demzu- 
folge, indem die unabhängig Veränderliche aUmälig und stetig, 
d.L mit Durchlaufung aller nur denkbaren Zwischenstufen von 
dem einen Grenzwerthe des Inter?alies zu dem anderen übergeht, 
der correspondirende Gang der abhängig Variablen gleichfalls nur 
allmäüge Werthänderungen zeigt. 

6. Wir wollen einen Theil irgend einer Curve in Gedanken 
durchlanfen und dabei eine begrenzte Anzahl von Puncten P, P, 

P P uns fixirt denken, derartig, dass je zwei einander be- 

nachbarte in sehr kleinen Distanzen von einander sich befinden. 
Wenn man sich nun diese Puncte aus freier Hand durch einen 
stetigen und im Allgemeinen krummlinigen Zug verbindet, so 
stellt dieser mit um so grösserer , Genauigkeit die ursprüngliche 
Curve dar, je kleiner die Distanzen von zwei auf einander folgen- 
den Puncten sind. Nun kann man die Coordinaten dner solchen 
Reibe einander in kleinen Distanzen folgender Curvenpuncte leicbt 
berechnen, sobald die Gleichung der Curve gegd>en und etwa vimi 
der Form (7) ist: denn dazu ist erforderlich und hinreichend, die 
Reibe der Absdssen 

Xi = OÄj X2 = Oi, Xz » Oä, X = OA 

*• *i «1 » «» 

sich beliebig und nur hinreichend nahe an einander gerückt anzu- 
nehmen und die zugehörige Reihe der Ordinaten 

yi = AP, y%^ AP, y^ — APy y ^ AP 

Vi Xi x^ x^ XiX^ ^ x%Xn 

sich vermöge Ausführung der in der Formel (1) angedeuteten 
Rechnung^operationen zu berechnen. Vermöge dieser Systeme von 

Coordinatenwertfaen ist es Iricht die Puncte P, P, P, ... P geo- 

^1 *t ^ *« 

metrisch festzulegen und die Verbindung dieser Puncte durch 

einen stetigen Zug stellt die durch die Gleichung (1) ausgedrückte 
Curve mit hinreichender Genauigkeit dar, wenn anders die Diffe- 
reazen x^ — Xi^ x^—x^, o?» — a?«_i klein genug ange- 
nommen sind. Natürlich wird die Gestalt der Curve vermöge die- 
ser Methode nur innerhalb des von den beiden Parallelen i P und 

Xi Xi 

iP begrenzten Raumes gefunden, oder, wie man zu sagen pflegt, 
innerhalb des Intervsdles AA » o;^— o;^, welches erhalten wird. 
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indem a alle Zwischenwerthe yon x ^ sgi bii » ets a;^ darch* 
läuft, und welches im geometrischen Sinn« die Projection des 
C«lrvenbogens P P auf die Axe XX' ist (denn indem man die 

den genannten Bogen bildenden Puncte der Reihe nach projicirt, 
erhält man eine Folge von Puncten auf der Ahscissenaxe , welche 
das Stück A Ä zusammensetzen). Da indessen die das Inter- 

Xi Xn 

vall begrenzenden Zahknwerihe beliebig genommen werden dürfen, 
so ist dasselbe jeder Erweiterung fähig und kann sogar das ganze 
€ebiet der reellen Zahlen umfassen. Man nennt dies Verfahren, 
sich die Gleichung (1) zwischen y und x geometrisch zu versinn- 
liehen: die Construction der bezüglichen Curve durch 
Puacte, und wir werden weiter unten sogleich einige specielle 
Beispiele betrachten. 

Wir schliessen mit der Bemerkung, dass, wenn eine. Unter- 
brechung der Continuität von f(x) im analytischen Sinne Cor einen 
oder mehrere Werthe der unabhängig Veränderlichen eintreten sollte, 
die vermöge der Gleichung (1) ausgedruckte Curve nothweodig 
aus mehreren von einander getrennten Zügen besteht. Für die 
Eiistenz mehrerer Züge kann aber auch noch ein anderer Grund 
bestehen. Indem nämlich die Abscisse x die Reihe dar reeUen 
Zahlen t wischen — OO and + 00 aUmälig durchläuft, kann es 
geschehen, dass die Ordinate bei einem bestimmten Special- 
werlhe von x plötzlich aufhört reell zu sein tiüd entweder ftr alle 
nachfolgenden Werthe von x imaginär ausfölH, oder 'doch für alle 
bis zu einem heslimüiten zweiten Specialwerlhe hin. Die geome- 
trische Continuität der Curve in der Constructionsebene besteht in 
einem solchen Faile gleich&lls nicht mehr; die Curve bricht viel- 
mehr plötzlich ab und setzt sich entweder überhau|it nicht weiter 
fort, oder bildet in endlidier Entfernung einen neuen von dem 
ersten getrentiten Zug. 

Hiernach, um den geometrischen Charakter ^iner Ccnre ans 
ihrer Gleichung abzuleiten, hat man zunächst diejenigen ^reellen) 
Specialwerthe von x zu bestimmen, für welche die abhangig Ver- 
änderliche entweder eine Unterbrechung der Stetigkeit erfShrt üder 
aus dem Reellen ins Imaginär^ übergeht, und darauf ihren Ver- 
lauf für alle solche Intervalle ^u betrachten, in denen sie reell und 
stetig bleibt. 

7. Die Functionen Werdifn eingetheflt in dgebräs^che tmd m 
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transacetiitente Piinotiooeik Algebraische Functionen sind 
isolcbe, deren Berechnung eine geschlossene Anzahl der i^echs 
Grundoperalioneo der Algebra, nämlich Addition, Subtraction^ 
Hultipiication , Division, Poteozirung, Radicirung fordert. Alle 
andern Functionen, deren Berechnung nicht yennöge einer ge- 
schlosisenen Anzahl der genannten Operationen geleistet werden 
klaiolfi, heissen transscendente. In der analytischen Geometrie 
betrachten wir wesentlich nur diejenigen Formen transscendenter 
Functionen* welche entweder mit dem Begriffe der Potenz, oder 
mit <ler Trigonom/etrie unmittelbar zusammenhangen, nämlich die 
ExponeatialfuDction a', die logarithmische Function 
Igx^ die trigonomfs tri sehen oder goniome tr is eben Fun c- 
tiotien sinjr/cosa;, l%x, cotgrc und die cyclometrischen 
are^inxi, urcigx^ Dazu können naturlich noch diejenigen zusam- 
meBgeset^teren Formen von Functionen, treten, welche eine Ver- 
knüpfung der eben genannten Functionen entweder unter sich 
oder auch mit den sec hs Operationen der Algebra enthalten , z. B. 

^1 — a;* + arctgo;, Igarctgo; u. s. w. 
Die durch die Gleichung (1) ausgedrückte Curve heisst eine 
algebraische o<d«r traasscendente Curve,. je nachdem 
das Symbol f(x) dne algebraische oder transscendente Function 
darstellt Aehnlich vcirliitt es sich, wenn vermöge der GleichiU|g 
der Curve y als eine vielförmige Function von a: bestimmt ist. 
Die bezügliche Curve heisst algebraisch oder transscenäent , je 
nachdem alle Formeln, welche y als Function von x geben, al- 
gebraisch sind oder nicht. 

Eine wichtige aUgemeine Eigenschaft der algebraischen Func- 
tionen besteht darin, dass sie nur für solche Werthe von 
a?, vermöge welcher der Werth der Fuliclioi) lüi Uh- 
«ndlidie wächst,. Unterbrechungen der Stetigkeit er- 
leiden können. In 4er That betrachten wir die einfacheren 
Foiictionen dieser AH, nänlich die Functionen 

a + Ä, a — a?, ax. — , »* 

X 

so sind di.e drei ersten während ihres ganzen Verlaufes conlinüir- 
lich; die vierte, wenn sie unter die Form &.a?~* gestellt und von 
dem Constanten Factor a abgesehen wird, erscheint als ein spe- 
cieller Fall der fünften, mithin bleibt diese allein zu betrachten 
übrig : der Exponent nun des Ausdrucks x^ kann positiv oder lie- 



gativ, ganz oder gebrodien sein und in allen diesen mien sind 
die Grenzen, gegen welche die Aasdrücke (rr-f^)' ^^^ i^' — ^' 
convergiren, mit einander identisch, nämlich beide gleich o^, wo- 
fern 0? eine von verschiedene Zahl ausdrückt, und selbst wenn 
X sich annullirt und der Exponent a wesentlich positiv isl, be- 
steht diese Identität, weil beide Grenzen gleich sind. Also ist 
die Function a^ während ihres ganzen Verlaufes continuiriich, 
wenn a eine positive ganze oder gebrochene Zahl bezeichnet, d.h. 
wenn sie wesentlich eine ganze Function ist; dagegen wenn a 
eine negative ganze oder gebrochene Zahl bezeichnet, d. b. wenn 
die F^unction wesentlich den Charakter einer gebrochenen hat» ist 
sie während ihres Verlaufes im Allgemeinen auch noch continair- 
lieh, aber an der Stelle o; = 0, an welcher sie ins Unendliche 
wächst , kann möglicher Weise eine Unterbrechung der Contfaiui- 

tat eintreten. Nehmen wir nämlich an, indem m und n ganze 

ifi 

Zahlen, bezeichnen, a sei von der Form , so ist 

n 



af = 




tind wenn m eine gerade Zahl bezeidinet , dann hat man wieder 

(x+d)^ und {x — dy beide gleidi CX); 
dagegen wenn m eine ungerade Zahl bezeichBet, so ist 

(aj + d)« = --^ = +00, (»—*)• = ^ 

, . (n gerade) 

— 00 (» ungerade). 

1 * 

Also ist die Function x^ = ,. — , wenn m eine ungeradie Zahl 

yj X^ 

bezeichnet, an der Stelle o? ^ discoiktinuirlich^ dagegen conti- 
nuiriich, wenn m eine gerade Zahl bezeichnet. 

Wie immer auch irgend eine algebraische Function beschaf- 
fen sein möge, unter allen Umständen ist sie eine Complication 
der Grundformen. Demgemäss folgt, dass jede ganze algebraische 
Function von x, d. h. jede solche Function dieser Art, die weder 
Potenzen mit negativen Exponenten noch auch von 'S abhängige 
Nennerfactoren enthält, durchaus stetig verläuft/ dagegen die ge- 
brochenen algebraischen Functionen können für solche Werthe von 
Xj vermöge welcher ein Nehnerfactor verschwindiet und demgemäss 
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d«p WerA *« Ftoction ins ÜnendHche Nächst , Ünterbrecliurigeri 
der Stetigkeit erleiden. ' "' ' 

Die algebraischen Functionen heissen rational oder irra- 
tional, je nachdem nur Potenzen mit ganzzahligen Exponenten 
oder aach Potenzen mit gebrochenen Exponenten (irreducible 
WarzelgrQssen) in ihre Zusammensetzung eingehen. Nehmen wir 
an, in der Gleichung (1) bedeute f(x) eine irrationale Function 
von X, so kann man derselben durch Wegschaffung der Nenner 
und Wurzelzeichen , indem n eine ganze positive Zahl und die Gros- 
sen i, i', ... Ä etc. constante CoefBcienten bezeichnen, immer 
die Form geben 

(11) ijr + iy-^i + ^V""^«?* + .... + .!(» '^»a?("-0+4(»)^» 
+ V-* + ITy'-'a? + ÄV""'^^ + ... fi(»~»>a;»-* 



I 

! 



+ Zy» + Z'yx + I"»» 

+ iV «= 0. • ' 
Diese Gleichung , bestunmt y im Allgemeinen als eine nformjg^ 
Function von x und eine der n Formen, welche durch Aaflösjing 
der Gleichung (11) nach y erhallen werden, ist mit der gegebe-, 
nen Forin' /(a?) identisch, die Gleichung (l) drückt daher geo- 
metrisch einen Theil, einen speciellen Zug der durch die Glei- 
chung (II) charakterisirten Figuration aus. Da auf diese Weis© 
die Gleichung (II) alle nur denkbaren Formen einer algebraischen 
Function, mag dieselbe nun. ganz oder gebrochen, raüooal o<}er 
irrational>ein, in sich befasst, so sehen wir sie als die allge- 
meine Form für die Gleichung einer beliebigen, Curve 
an und bezeichhen dieselbe als eine Curve vom ersteiii zw^ei- 
ten, dritten, vierten, .... Grade, je nachdem der Exponent 
n gleich 1,2.3, 4; ...: ist. ^' 

Als 'fepecielle Fälle der Gleichung (11) führen wir die fol- 
genden an: 

' (12) y = iÄ» + i'aj«-i + i'V-H.... if«> 
und .(X3> « = ^ + ^'^"' + i^V~> + . . . . + iW 

Die erste Wsümmt y alä eine ganze, die zweite als eine gebro- 
chene raüoimle: Function von x. Diejenigen algebraischen Curven, 

^a» I. g 



derep Old^pg voa der Fpr» (i;^> i#(;, , b^«m |i«r«bl4i&diif 
Curyen. 

§. i-' • ■■ ■ ■•" ■ ■'• 

Beispiele der Oonstructdou eiüier Curve dmrcly t^uiMüte. 

I. Die GVeielkimg cfer gestltbt^ Ctirve i^ei Vod iet foM 

(i) 25i/«- a?(a? + 2Ö)(a?-lÖ), " , ; ; 
iy^)rd^Ibeh ^e^hielit Genüge , sowohl wenn man 

» = +Ma' + 20)aK.a>— 10), . 
<W«f'Wich, W6flü maii ".' 

y = -^V(» + aO)a;(-lO) ." , ' .' , 
si^t. Die erst^ dieser Gleichuugen umfsuBSt, wi^. dioi beifolgende 
Figur 2 yef^innlicht/ eine Reibe von t^uncCiba injt. Jaüter positiven 
Ordinalen, die also säninidich öberhalj^ der Aie aX' sich befin- 
den , die zweite drüdkt eine 'Reihe von ünterhall) der Axe XX' 
befindlichen Puncten aus.' Beid^' Reihen 'ycoi'J^uncten yereinigen 
sich ersichtUch zu einer einzigen C^rVe , 4ie , sich aus zwei ge- 
trennten Partien zusammensetzt. Auf dpr poätiven Seite der Or- 
dinatenaxe ist unsere Cqnre zunächst imaginär, zwischen deR Grei^ 
««1 xt'^ ö tihd Ä =^ tÖ; d.h. sie hat zwischen den beiden Paralr 
Meä iüM Atet Ordinatienaxe , welche durch die l^usspuncle Aisk fpr 
nunMcfil beiden Abscissen geben , keinen reellen t^utict in der .Con- 
dti*uctiötl^ebene. Voh da ab ist sie reell und arstreokt sich, auf 
b^id^n Seiteil der Abscissenaxe ins lIxiendlicHei Auf de^ , negative» 
Sgiteäei'O^diiiaten'äxe bildet sie einen geschlossenem in siichzurück- 
hilfefndieli IZüg , dteir zwischen den ICrenzen x = Ö und o? = ^- 2ft 
^tb^ltleyr idt. Toti da ab innerhalb des WervaÜes y6i;i o; := —20 
bi^ ok ^'-^bö tet die Curve wieder in^istginärl 
' ' ' i^eft Veri^üt der Curve wird Jurcb die nacliifplgende Reibe- 
zütettriwefb^eliörigik' Werthsys(eme veränscbaulictt : 

0;. , .... 

-■ 5,.,;. Thl^r-l 

ia ö 

15 i 10,24,7 

.1 ., Kuh.^i'-A 
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+ 40V 1 
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19 


+ 4,747 . 


-18 


■ ±6,2Ö8 ' 


— 15 


■ , +8,«eo 


T^ 


+ 9,191 


-ib( 


.+ 8,944 






— 8, i 8.314 25 +?5,980 

— 5 ±6,708 30 ±34,671 

CX) ±00 

2. Betrachten wir diejenigen transscendenten Curven, de- 
ren Qeicbongen respective sind 

(2) y = Igx (baaa) oder x =i af' 

- laa 

(dl) y Ä a* oder x « -7— 

(4) X s cotgy oder y tK tm + arc cotgar. 

Die daroh die Gieiehuag (2) aasgedrückte sogenannte loga«** 
rithmische Curve ist in Fig. 3 für die Basis a ^ 2 verzeidH 
net. Wenn man x negativ annimmt, so fallt y (die Basis a alf 
eine positive Zahlengrösse vorausgesetzt) imaginär aus, also lic^ 
die Curve durchaus nur auf der Seite der positiven x und ihre 
sammtiicben reel(en Puncte werden erhalten, indem man x zwi- 
schen den Grenzen und + cX) variiren lässt. Zugleich ist die 
Cui*ve innerhalb dieser Grenzen continuirlich; denn die Ausdrüc](e 
lg{x+df) und lg(a; — d) convergiren beide gegen den gemein- 
schaftlichen Werth Iga;, sofern x zwischen und 4*00 liegt. 
Wenn x den Grenzwerth erreicht, so findet allerdings eine Un- 
terbrechung der Stetigkeit statt, indem die Curve plötzlich aus 
dem Reellen ins Imaginäre überspringt [es ist nämlich alsdani^ 
IgQB + d) = lg(+(J) == lg(+0) « -00 und lg(J?-<J) = 
lg(— ^ = lg* + lg(— 1) = — 00 + lg(— 1)]: aber dieselbe 
Stetigkeitsunterbrechung trifft durchaus nicht die reell verlaufende 
Curve. 

Je grösser der Zablenwerth von x ist, desto grösser ist er- 
sichfLlich ^er Zahlenwerth von y und kann grösser gemacht wer-; 
den als jede auch noch so grosse angebbare jZIahl, sofern man nur 
X gross genug annimmt. Folglicli hat man gleichzeitig x ^ OQ- 
un4 K ^ pO^ Die Curve erstred^t sich daher innerhalb des Qjua-r 
drant^ (y, ^} ins Unendliche. Indem map nun ^ allmälig vqa 
+ 0P bis zu 0? s= 1 abnehmen lässt, nimmt y allmä)ig von. 
y = 00 bis zu y 7== 9b: die Curve durchschneidet also die 
Abscissenaxe in dem Puncte i, welchem die Coordinatenwerthe 
jf =? unfl X =^ 1 entsprechen. Geht die Aboahme von x noch 
weiter fort, so da^s es. die Reibe der positiven Zahlenwerthe , die 
kleineir als 1 sind,. durchläuft, so nehmen die y im algebraisdien 
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Sinne' d^s' Wortes fortdauernd ab, A.h. sie bekommen . wiachsende 
negative Werthe, und wenn x über alle Grenzen hinaus abgenom- 
men hat, so hat y einen negativen über alle Grenzen hinaus 
grossen Werth, so dass für a? = die Ordinate ^ == — :00 aus- 
fallt. Je näher nun der Endpunet A der Abscisse x von 1 (d.h. 

in der Figur A) nach A (d. h. in der Figur 0) hinrückt, um so 



näher fallt der bezügliche Curv^punet P an die Ax^ XX' und 

wenn A geradezu nach O. fallt ^ d.h. o; «f wird, so fallt mithin 

der tbezügliefae Piinct P der Curre in diese Axe btnein und, da 

dessen Ordinate gleich — 00 ist, so folgt, dass die Ibgarithmisthe 
€urve die Halbaxe der negativen y in unendlicher Entfernung vom 
Ahfangspuncte der Coordinaten trifft. 

Es ist an dieser Stelle der Ort, den Begriff eines un- 
endlich weit entfernten Punctes näher ins Auge zu fassen. 
tiie unendlich weit entfernten Puncto haben allerdings die Eigen- 
schaft mit den imaginären gemeinsam, dass sie vermöge ihrer Co- 
ördinatenwerthe zur constructiven Darstellung gebracht werden 
können. Aber bei diesen scheitert die Construction an der Un- 
möglichkeit (ohne JBinfübrung neuer Begriffsbestimmungen) den be- 
stimmten geometrischen Sinn anzugeben; welcher sich mit solchen 
Coordinaten werthen verbinde, die imaginäre Längezahlen sind; bei 
jenen scheitert sie an der unbegrenzten Ausdehnung deß Con^ 
structionsfeldes. Ferner diese existiren überhaupt nicht in der 
Constructionsebene, jene gehören jedenfalls der Constructionsebene 
an. Denn nichts hindert uns zum Beispiel auf irgend einelr Ge- 
raden von einem bestimmten Puncto aus so weit fortzugehen, als 
irgend verlangt wird: folglich kann man, wenigstens in Gedanken, 
diesen Fortgang soweit fortsetzen, dass jede auch nodb so grosse 
angebbare Entfiernuhg vom Anfangspuncte übersdiritlen wird. 
Alsdann nennen wir den Punct, der das Ende die- 
ses Fortganges bezeichnet, unendlich weit entfernt 
V b m A n f a n g s p u n c t e, und dass derselbe der Constructionsebene 
angehört, ist eine unmittelbare Folge dieser Defhiition. 

Dies vorausgesetzt betrachten wir eine Cur^, welche mit 
einem bestimmten Zweige sich ins Unendliche erstreckis und gehen 
auf diesem Zweige von einem festen Anfangspuncte aus ins Un- . 
eiidliche fort. Gleichzeitig denken wie uns eine feste Gerade und 
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aiif ihr d&es festen Ponct, der von dem auf der Cnrve abge- 
nommenen festen Poncte um eine endliebe Grösse eiftfernt ikt. 
Der auf der Cunre bewegliche Punct wird in jeder seiner momen- 
tanen Lagen eine bestimmte Distanz von der Geraden haben, 
welche entweder auf letzterer senkrecht oder irgend einer con- 
stanten Riditung parallel eonstruurt werden kann, und atif diese 
Weise in delm E^dpuncte der Distanz einen zweiten auf der Ge- 
raden beweglidien Punct bestimmen. Wenn nun die dem ersten 
beweglichen Puncto entsprechenden Curvenbögen und die von ißm 
zweiten beweglichen Puncto auf der Geraden gebildeten Strecken 
jede auch noch so grosse angebbare Länge übersteigen und gleich- 
zeitig die Distanzen zwischen der Curve und der festen Geraden 
kleiner werden, als jede auch noch so kleine angebbare Grösse: 
alsdann sagt man, die Gerade sei eine Asymptote des 
in Rede stehenden Curvenzweiges. Hiernach kann man 
die Asymptote eines Curvenzweiges auch als eine 
solche Gerade definiren, welche dem Curvenzweige 
in unendlicher Entfernung von einem festen An- 
fangspuncte begegnet. 

Zu Folge dieser Definition ist die Halbaxe der pegativen . y 
eine Asymptote der logarithmischen Curve. 

Betrachten wir die logarithmische Curve unter der Annahme 
negativer reller a, so dass ihre Gleichung von der Form ist 

y = ]gx (bas — a) oder x = ( — a)^; 
alsdann, wenn die Ordinate y eine gerade Zahl oder einen Bruch 
mit geradem Zähler und ungeradem Nenner darstellt, erhält die 
Abscisse durchaus nur positive Zahlenwerthe und jedem sol- 
chen Systeme zusammengehöriger Coordinaten entspricht ein reel- 
ler Punct der Curve. Wenn dagegen die Ordinate y einen Bruch 
mit ungeradem Zähler und geradem Nenner darstellt, so fallt die 
Abscisse x imaginär aus; der zugehörige Punct der Curve ist da- 
her imaginär. Da nun zwischen je zwei Werthen von y,.die 
Brüche der ersteren Art sind, so nahe sie auch aii einander liegen 
mögen, eine unendliche Menge von Brächen der zweiten Art ein- 
geschaltet werden kann, so folgt, dass, wie nahe zwei reelle 
Puncto der Curve auch an einander liegen, zwischen ihnen den- 
noch eine iunendlicbe Anzahl imaginärer Puncto gedacht werden 
müssen: die r^sellen Puncto der Curve bilden also , trotz ihrer un- 
endlichen Menge und trotzdem sie sehr nahe auf einander folgen, 
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keiiMD cootinuirtichen 'Zog, Bondem «teilen sich weaüiükh Ut 
«D System von unendlich vielen isolirten Pancten i$r. 
3, Die durch die Gleichung 

JL Iga 

(3) y = a* oder x = "j^ 

gegebene Curve ist Fig. 4 unler der Annahme a st 2 veneielinet 

Die Curve ist reell und continuirlieh wfthfend x von -f 00 bis za 

— 00 yariirt, mit Ausnahme der Stelle x » 0, wä wekher, so- 

1 1 

fem a grösser als 1 angenommen wird, a"^^ = 00 und a "^^ 
=^ ist. Für a? = jfoo erhält man g — d^ = 1; demge- 
mäss schneidet die Curve eine mit der Abscissenaxe in der Ent- 
fernung OB = 1 Parallele beiderseits in unendlicher Entfernung; 
also stellt diese Parallele CC^ beiderseits eine Asymptote der Curve 
dar.. An der Stelle x = ist die Curve discontinuirlich und 
zerßUt dadurch in zwei von einander getrennte Züge} der eine, 
welcher der Reihe der negativen Abscissen entspricht, schneidet 
die Ordinatenaxe in dem Anfangspuncte und bricht da plötzlich 
ab; die Curve springt nämlich an dieser Stelle plötzlich zu dem 
Anfangspuncte des andern Zuges über, welcher auf der Halb- 
axe 07 in unendlicher Entfernung liegt, so dass dieselbe eine 
Asymptote des auf der Seite der positiven x befindlichen Zweiges 
darstellt. Die Ordinatendifierenz, welche zweien auf verschiedenen 
Seiten der Axe TY^ befindlichen Curvenpuncten entspricht, ist, 
in Uebereinslimmung mit dem aufgestellten Kriterium der Discon- 
tinuität, keine unendlich kleine Grösse mehr^ sondern wächst 
im Gegentheile über jede auch noch so grosse angebbare Grösse 
hinaus, wenn die beiden Puncto hinlänglich nahe an der Ordina- 
tenaxe angenommen werden. 
Die durch die Gleichung 

(4) X = coty oder y = n7r+ arccotgo; 
dargestellte Curve setzt sich, wie Fig. 5 zeigt, aus unendlich vie- 
len mit einander congruenten Zügen zusammen , deren jeder zwei 
in dem Abstände n von einander befindliche Parallelen mit der 
Axe der x zu Asymptoten hat und das zwischen den genannten 
Parallelen befindliche Stück der Ordinatenaxe halbirt. So z. B. ist 

OB ar BB =: ~. Der Grund hiervon liegt in der Periodiotät der 
trigonometrischen Functionen , der zufolge jedem Werthe OA = x 



«V JÜsciM miwlltah iMa Walhe dur OnUnaHiB y ^ wib il^, il^ 

u. §. w. I eqtsprechen , die sieb uai vierfache der Zahl n Von eiaan- 
9er ütiterscheiden. 

Näher ^4 durch dje Gleichung 

(5) y = arccö(|;a;, 
welche du^'jbh die Anoalime n = aus (4) hervorgeht, das Systeof 
der beiden Halbzüge BA und CD dargestellt, Welche beide die Axe 
XX' zur Asymptote haben. An der SteRe o? = 0ndet demge- 
paass dne tJnterbrechung der Continuitat statt, indem djf pnr^^ 
pfötzCch voQ .dem einen l&albzuge zum aoderen überspringt. fi(il- 
Aen w uns die Differenz 

f(pD + d) — f(x — d) = arccotg(a; -hd) — arccotg(a/ — d) 
ftr ttie !fr 'Rede stebeirrde ^dlle , also Hür ic =^ '0 , ^o ist dieselbe, 
wie 4ie 'Fijgtir zeigt, nicht unendlich klein, sondern nähert sich th 
ded BM^ef'als dfe -Grösse 9 sic^h Tcrkleinert, d.h. indem die be- 
züglichen Puncte P iünd P der Ordinatenaxe von knt^g^g|l5- 

8«t9t<# .^Mjfi^i )|er »äl^ >rü«keQ, der eodAphep OrAm^ ßC ^ m 

g«gwi +^ itttid f<iÄ?— d) «= «rccotgC—«) gegen --^ ü«i- 
ver^. 

, ^s w^^ jTeraer 4iß Jt^idei^ Halbzfige BW und JJZ>' durph 
die pleichuqg y =^ ^ + arc cotgx 

dar^eistel)t. vin^a^gemni^f inde^ n in der Gleicbw(\g (4) irgend 
eine bestimmte positive oder negative ganze .Zahl bedeute» hß- 
kommt m^ zwei Ha^b^e, ,die sich auf verschiedenen Seiten der 
Ordinatenaxe heßnden und ein und dieselbe der Axe XX' Parai- 
ble ■ziDr Asfidptote haben. 

En^oh hetrachleh wir diejenige transscendente Curve, deinen 
Gleichung die ^orm 

(6) y => (aj+ljlga; (basa) . ' 
hat. Dieselbe ist Fig. 6 ontec der Voraus^setzung a = S2 darge- 
stellt. J4d|EQeD ^ir ü als ^me positive , die Ein^e^ AhfftTsteig^de 
Zahl an, so befindet sich .die. Curv^ durchai^s nu^ auf der positi- 
ven Seite der Axe TtT und bildet daselbst einen nach jeder Seite 
der Axe XX' hin ins Uncmdliche verlskiftnden Zug, der die Halb- 
aie Aeritt^llti^i yzttr AsytnpMe biat Auf iei* ti^atitisti $«ili 
dnriÜKifii^jg'Clwt flie Cut««8 4m A»geneiii«ki nur »agittlre Puntte, 



Kteil .die Ordinate y 2I1 Folge der Cunr^ngleichmg • filr nigatm 
Abscissen x imaginär ausfallt. Ausgenommen ist aber hiervon die 
Ordinate y = 0, welche für die Absdsse x = — 1 erhalten 
wird. Also ist der Punct B, da seine Coordinaten die Curven- 
gleichuug befriedigen und er selbst gleichwohl auf dem die Curve 
wesentlich ausmachenden Zuge CAD nicht enthalten ist, ein iso- 
lirter oder conjugirter Punct der.Curve. Wqnn man 
will, kann man auch sagen, dass die Reihe der negativen x einen 
imaginären Curvenzweigj bestimme, von welchem der specielle 
Punct B in der Constructionsebene zur Existenz kommt, während 
alle anderen ihm angehörigep Puncto sich auf derselben nirgend 
construiren lassen. 

4. Unter den algebraischen Gleichungsformen • interessiren 
uns zunächst die vom ersten und zweiten Grade. Die, allgeoieinste 
Form einer algebraischen Gleichung zwischen y und x vom er- 
sten Grade ist (7) ay + hx + c=si 0. . 
Dieselbe drückt, wie wir weiter unten darthun werden, eine ihrer 
Lage nach durch die Constanten a, h, c in der Eb^m voUkom- 
meQ bestimmte Gerade aus; wegen dieser ihrer geoiäetrischen 
Bedeutung heisst sie auch wohl linear in Bezug auf die Verän- 
derlichen X und y. Vorläufig kann man den Coefficienten a, i, c 
irgend welche specielle Zahlenwerthe ertheilen und vermöge einer 
Construction durch Puncto sich die Ueberzeugung Verschaffen, dass 
die durch die Gleichung (7) ausgedrückte Linie eine gerade sei. 

Die allgemeinste Form der Gleichung zweiten Grades 
zwischen y und a? ist: 

(8) ay- + 2a'yx + al'x^ + 26y + 2Vx + c = 0. 

Wir betrachten an dieser Stelle nur vier sehr specielle For- 
men dieser Gleichung, welche wesentlich die Hauptformen sind, 
weil alle anderen, wie seiner Zeit von uns bewiesen wird, im All- 
gemeinen auf eine derselben zurückgebracht werden können. Diese 
vier Formen sind die folgenden: 

Die erste derselben , nämlich die Gleichung 

(9) y2 _ 2pa, 

drüdct eine Curve aus, welche den Namen der Ap.öllenisehen 
Parabel oder d^r Parabel schlecbthin föbrt Vonttöge denelben 
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ersckeiirt y als zweiBrmig e Fim clioii von g, wei i jede dei^ 
chaogen y ^ -fV^pd?, y » — ^2px 

mit der Gleichung (9) idenüficirt werden kann« Hiernadi zerßlll 
die Parabel, analytisch betrachtet, in zwei Rettien- oder Züge von 
Puttcten , von denen der eine auf der positiven Seite der Abscis- 
senaie, d^ andere auf der negativen Sdte der Abscissenaxe za 
liegen konunt. Geometrisch, wie Fig. 7 zeigt, besteht die Para-* 
bei nur aus einem einzigen Zuge. Der Grund ist wesentlidi der, 
dass der Unterschied des Vorzeichens in den Ausdrüd^en, welche 
y als Function von x geben, bei AnnuUation der "Warzelgrfose 
vollkommen bedeutungslos wird, da im Allgemeinen kein be- 
stimmtes Vorzeichen hat Daher wenn 'die Absdsse den Werth 
Null erlangt, wird für beide Züge die zugehörige Ordinate gleich- 
falls Null und dieselben haben daher einen gemeinschaftliche 
PuDct. 

Nehmen wir p zunächst als positive Grösse und das Coor-« 
dinatensystem als rechtwinklig an, so erhellt, dass nur unter der 
Amiahme positiver x reelle Werthe von y resultiren. Die Curve 
liegt demgemäss ganz auf der positiven Seite der Ordinatenaxe, 
oder, was dasselbe sagt, in den beiden Winkelriumen (y, x) und 
(~~y> ^) nnd hierselbst erstreckt sie sich allmälig aufsteigoid zu 
beiden Seiten der Halbaxe OX ins Dnendliche. Uebrigens wach«^ 
sen die Absdssen viel rascher als die Ordinaten und ausserdem- 
kann man bemerken, dass die in dem Winkelraume (y, x) h^. 
findliche Parabelhalfte congruent ist dar in dem Wtnkeh-aumo 
(— y, x) befindlichen Parabelhalfte. Denn legt man sich die bei- 
den Winkelraume so aufrinander, das OF mit OY zur Deckung 
kommt, so fallen jede zwei derselben Abscisse ent^rechendoi P»-. 
rabelpuncte gleichfalls in einen zusammen. 

Sollte p negativ sein, übrigens aber von derselben absoluten 
Grösse wie vorher, so bekommen wir eine der vorigen vollkcmimen: 
coDgruente Parabel, welche indessen nach der Seite der negativen 
X hin ins Unendliche verläuft. 

Bezeichnen tj und i allgemein auf ein schiefwinkliges System 
bezogene Goordmaten, so drückt die Gleichung 

immer noch eine Parabel aus. Fig. 7 stellt diese Parabel dar, in 
der Voraussetzung, dass PQ die Oiftaxe der +17« iV die Halb* 
ue der +| darstelle, mA PC p im sei. Die beiden auf dies 
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Brett Ck»ordiiM[tcMf8tem hezügiitibai Ziviige darPaftlnKl tibi 10 
und POP; sie verlaufiBp Batarli«^ gteicfafalie im sflnendliche, tber 
die sind einaDder nicht coognwnt, wie bie es ittiJPUle eines <iiedit^ 
WiokUoben Ajbenaycleaies ^wareo. ' 

Wir bemerkea neiob, daes, wie die Alien auch !f^%^tk 
e.inander ii«gen mögen^ die der 'OTdiaateiiare pairel- 
lele S«bnen der Parabel won der Abscieeenaxe haJb4rt 
werden; Ee isl 4ms 4iine iunmiOdbare iMgcming daher^ daM 
die beidea derselben Absctsse emqireQhMiden Corretiplinete der 
abfloliileD Orösae neoh i^ckhe Ordinalen baben. 

6. Die GMohung . 



biMtkniiit Mue Curva, welche Elliip«e beieet Aus 4erselben fol- 
gen wieder zwei Ausdrücke für y als Function von x: aber afwb 
binr irereinigen sieh die beiden dad««li be^oigehendeft Reihen 
lyeieller Punote .zu ein«r leinzigen geBobbeMnen Cmnft^ mMba 
Fig^ 9 unter der Amahine OB » A » 4« und« (M =& o ^mr'- 
zeidinet ist. 

Wena wir «in recbtwinUiges Coiirdiii|iUn9}«teiii' ' atMiehdieiii, 
so feerfilk die Ciorve .in vier Quadrlnten A^ßy AB, A0', Ä'V, 
weldie respective in den vier Winkelräonen ^y, — x), (y, 5E), 
(^^y^ w)y ( — y, -^oß) ftegea und unter einander «ongraeat «ifid. 
Im .Atlgemfjnen nämlicfa existiren immer vier PuMte, derm 0»ot»* 
diaatenwartbe der abaolutan Grösse nadi glekb Mid und 4i««el- 
ben vertheilen sich in die fier. Winkelrfluine der Coordinafteniaxen 
derartig» dase sie die Ecfl^nete eines Aecblecbes davMülteik BA- 
sAti aÜso irgend «in speaelles Sy^A ebsdutcflr W«rtkilM«ft, 
welche für y und x eingesetat die Gleiohung (10) befriedige, so 
sind biermk vier Pancte bestimmt, deren Coordioaten gieidfinässig 
die Gleichung (10) befriedigen und daher aUe afof dem ümesfige 
der Ellipse in deren versekiedeaen Quadranten entbaketi t»tli. 
Da sich nun die vier Quadrantenbogen der^Ui^«i «OS laKKsi« isol^ 
oben Systemen vq«i je vier IRuncten ^nsitixntimeibit^ , M können 
sie offenbar zu je zweie» zur Deckung mit einatidinr gebi^dit s^t^i^ 
den und sind daher congruenit. Hierii^h ist es blos nöthig einen 
Quadranten der EUtpse durch Puncte zu coBBtruirai, wie^ in un- 
serer Figur auclr geschehen idt. 
c . Was von der Ellipee hier spedell bewiesieil ist> ^ offianbar 



ans den nimlichen GrCMidBii von jed^ Gunre, deren Gletehvii^ 
auf ein rechtwinkliges Coordinalensystem besegln 
nar gerade Potenzen von y und x enthält Sie zerMt 
in vier unter einander congruente Theile (Quadranten), welohe 
respecÜTe in den Winkelrftumen (y, a;)/(— y, jr), (y, — x) und 
(-^y» — ^) enthatten sind. Zugleich zeigt ein Blid^ auf die Fi-* 
gor, dass die Verbinduogshnien gleichMegender Pimole, wie z.B« 
afa und b'b, die entgegengesetzten llVinkelräunien angehören, 
durch den Anteigspunct der Coordinalen halhirt werden. Der 
Anfangspunet lieisst daher als die Mitte aller dnrch ihn hindurch 
gdegten Sehnen der Mittelpunct der bezüglichen Curve. 

Ist das Coordmatensystem schiefwinklig, die Gleichung der 
Corve aber gleichfalls nur aus geraden Potenzen Ton x und y ge- 
bildet, so ist der Anfangspunct zwar auch noch der Mittelpunct 
der Curre, aber es sind nur diejenigen Th^e der Curve con- 
gruenty welche sidi in zwei gegenüber liegenden Coordinatenwin- 
kein befinden. 

Dies vorausgesetzt nehmen wir die Betrachtung der Ellipse 
wieder auf und zwar betrachten wir von der Halbellipse Ä^BA, die 

durch die Gleichung ^ ^ a^ — a?* 

aosgedrnckt wird , nur den der Annahme positiver x entq^rechen- 
dwiTheiL 

Die Worzelgrösse ^«* — x^ erlangt ihren grossten reeUen 
Werth- + « Ar ii;sO, darauf niwttt sie mit wachsenden Werthen 
von X allmälig ab, bis ne bei « = + a den Werth erlangt, nnd 
geht ins Imaginäre über, wenn x über die Grenze + a hinaus-^ 
wächst« Der in fiede stehende Theil der Curve schneidet daher die 
Ordinatenaxe in dem Puncto £, weldier die grosste Erhebung der 
Curve über die Abscissenaxe beaeicbnet, von da ab senkt. sich 
dieselbe allmälig, bis sie in dem Puncto Ä, dessen Coordinatai 
'KaOi = a,y==0 sind, und ist über diese Grenze hinaus 
imaginär. 

Der reelle TheU der Ellipse liegt demgemiss zwischen den 
beiden respective durch die Gkeichongon 

aosgedrüditen Parallelen mit der Ordinatenaxe und innerhalb die« 
ses Inlervalles sind ihre hi^drsten Puncto B und B\ so dass sie 
ersichtlich auch noch .zwisdieaden beiden respective dnrcb die. 
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spielt unter den Hyperbeln nngefihr die näaiUche Rd^, wie der 
Kreis unter den Ellipsen. 

Beziehen wir die Gleichung (12) auf ein schiefwinkliges Co- 
ordinatensystem und construiren die dadurch ausgedrückte Hyper- 
bel, so zeigt dieselbe im Ganzen eine ähnliche Gestalt um den 
Blittelpunct heriim, wie iaei Falle rechtwinkliger Coordinaten, 
aber die vier hyperbolischen Bögen iD, ÄEy A'D*, A'E* sind 
nicht mehr alle vier einander congruent, sondern nur zu je zweien, 
die einander gegenüber liegen, nämlich AB und i'D', AD und 

Beziehen wir die Gleichungen von Ellipse und Hyperbel auf 
rechtwinklige Coordinaten, so heissen die Linien 2a = AA* 
und 26 = BB' die Axen der genannten Curven und 
zwar heisst, was die Ellipse anbetrifft, die grössere 2a die 
äauptaxe oder grosse Aie, die kleinere 2h die Neben- 
äxe oder kleine Axe; inBetrefi'der Hyperbel ist die Haupt- 
a*xe diejenige Axe AA* = 2a, die mit der Curve in ihren End- 
puncten wirklich zum Durchschnitt kommt ^ die andere BW =: 26, 
die ganz ausserhalb der Hyperbel liegt, ist die Neben axe. Die 
Ehdpuncte der Hauptaxe heissen gewöhnlich dieSch eitel der 
Ellipse oder Hyperbel. 

' . Von welcher Beschaffenheit endlich auch das gewählte Goor- 
äinatensystem sein möge , auf jeden Fall drücken die beiden Glei- 
'*' ' V* »* ^^ »* 

cbmgeii -fr+^ « 1 «««i^— -^= -1 

solche Curven aus, in denen alle der einen Coordinaten- 
ftx!e parallelen Sehnen durch die andere CoordiBaten- 
ax<e halbirt werden. 

7. Die vierte der oben aaljgestellten GleichungsSrnkien schrei'* 
ben wir um, wie folgt: . 

(14) lyl = ^, woher 151 = -^ • 

Setzen wir (cf. E1g.8) OA ::=i A'O ^ a, OB s^ B'O ^ b und 
nehincii zuerst /^.= K** + ^*X 

so folgt , dass die Längeiulil jeder Seite des Bhombus AfBAV 
g;leic^ Vff ^^ ^^^^ vorausgesetzt wollen wir durch die Paral- 
lelen FP und G& zu den Seiten des genannten Bhombus legen 
i^nd die Halbaxe der +f mit OF, die Eblbaxe der +17 mit 06 
%^s^mple^allen lassen. Wenn maju nunmehr, die Gleichung (14) 



dmndiPiBClB oöBstvaii^ cokeigt der-AogcnsclMibi, dn^'dmbeiügttcH^ 
Ctttird mil ifcr JLjpevbel ABy D^X ^ 4nteü Hauptaie A'Ä and dereii 
Nebeoao» BfB M, in (Uns znsmnmenfillt, und dies« Identität wird 
später auch ans tbeoretiscbeD Gründen erhallen. Also drftdtt 
die CleiohuDg (14) eine Hyperb«! aas «nd e» ist leieM 
ihreft Vcriauf in- fieaig auf das Axensystem der i;, $ m vetfolgen. 

WoHi die AbscisBe ^ von ^ =s big z« ^ =s -f 00 die 
Reihe der positiyea KaUenwerthe alhnälig dnrehifioft, se nefameA 
die Ordinalen rj Ton 17= +CX)biszui7 = beständig und 
gleichfalls allmälig ab und durchlaufen sonach die Reihe der posi- 
tiven Zahbnwerihe in «bateigemder F^ige. Hiernach , da sidi die 
C^ordtBatoBwerthe | sc +0 und ffsat+oo eHteprecheli, heiA 
die JBtfpyerhetauf d«r Halbaie OG der posititen ij m unendlicher 
fintfeffutnlfi von Anfatigspunlcte an^^ darauf, da die UMetmtkUb 
Ton 77 mit zunehmenden Zahlenwerthen von ^ abnehmen. 3enl^t 
sie sich allmälig nach der Halbaxe OF der positiven ^ hin , und 
begegift^t «ndtidi, da sich die Coordinateiiwerthe ij = +'Oiliii 
I ^ t^ OD eotupimdieii» diö^r BaSnlie in unendlidier £nrfm]iiif|; 
voQi>Aniirag^)«mcte«! 

AahI««^ lafti det; Verlauf, der Hyperbel innerhalb des Winkel^ 
raumes ( — rjy — ^). Da sich die Coordinalenwerthe f =» -**-# 
UAd if. 7^ ^-iDO:.«BtspreGfaes, so hebt sie aaf* der Halbaxe 0& 
der negativen f] in unebdlieber Entfernung Tom Aniängspuncle aifv 
darauf, da ab|;i9seliea vom Vorzeichen die Zahlenwerthe von i/mit 
allmälig zunebmenden Zablenwerthen von | abnehmen, steigt sie 
alima^g nach der Halbaxe OF' der negativen | hin, und begegnet 
endlich, da sich die CoordiBatenwertbe 17 = — und § =» -^OÖ 
entsprechen, dieser Halbaxe in.^ unendlicher Entfernung vom Am 
faog^punefiß. . 

Zu Folge des von uns eingefdhrten Spracbgebraudies ist 
demzuMge jede Goordinatenaxe und zwar nach jeder Seite ihres 
uid^egreiitteli . Varlaufos hm eine Aeymptote der Hyperbel und 
wetun eine Hyperbel dufoh eiue Gleiefauug yon der Form (14) au»^ 
gediiOdlit iati so sagt man: sie »et auf das Sys^ten ibr«r 
beideit AsysOpt^ten bezog'en, 

jUehrigons erkennt man. leicht, dass, wenn man^'i; lAs Pimo^ 
tion yon-M betrachtet^ diese^ Function aa derStrile 'l^t-^ eine 
Unterbreofaung^ der Steti^eit erleidet, indem die Curve alsdann 
pl<»Ulicbi)VQa der ;einen>JSeil& der.AbscisienaDBi B9' nach 4er $^ 
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4^rea Seite überspringt. Die Curve isA alsdaim . als «nseogt anzu«- 
^nehioea in dem Sinne der beiden Bewegungen BAD und E^A^D*, 
$0 dass der Scblusapunct der ersten und der Anftingspunct der 
zweiten beide auf der Ordinatenaxe in unendlicher Entfernung 
ypn liegen. In Uebereinstimmung hiermit wird die Ordinaten- 
differenz. zweier Curvenpuncte, die von entgegengesetzten Seiten 
her der Ordinatenaxe sich nähern, d. h. indem ^ = und d eine 
unbegrenzt abnehmende Grösse ist, der Ausdruck 

um 80 grösser, je kleiner d wird , und übersteigt jede auch noch so 

grosse angebbare Zahl, wenn d hinlänglich klein angenommen wird. 

Wenn man umgekehrt ^ als eine vermöge der Gleichung 

(14) bestimmte Function von ij ansieht, d. h. diese Gleichung in 

der Form ? = -^ 

V 
feetrachtet, so ist diese Function an der Stelle rj ==i 9 disconti«- 

nuirlich, indem die Curve alsdann plötzlich von der einen Seite 
der Ordinatenaxe nach der anderen überspringt« DieGurve ist als* 
dann als erzeugt anzunehmen in dem Sinne der beiden Bewegun- 
gen DAB und D'A'E'. 

Wir haben bisher die Grösse fi als wesentlich positif vor*^ 
ausgesetzt. Wenn diese Grösse negativ sein sollte, ao drüdtt die 
iKleiohung (14) noch immer eine Hyperbel aus, die auf diais Sy-^ 
6lem ihrer Asymptoten bezogen ist Da aber tj und ^ alsdann, 
wenn sie anders reelle Zahlen ausdrücken, ungleiche Zeichen ha- 
ben, so liegt, die. Hyperbel ganz und gar in den beiden Seheiiei- 
winkelräumen (17, — ^) und ( — 17, ^) während sie in dem Falle 
eines positiven fi durchaus nur in den beiden Scheitelwinkelräu* 
mn (ij.'S) «nd (—1?, — I) sich befindet. 

i Wenn man die oben erwähnte Voraussetzung, dass die^lei- 
lüiungen (12) und (14) Curven derselben Art, nSmlieh beide Hy- 
perbeln, ausdrucken, als begründet annimmt, so ist es nicht 
«ehwierig zu zeigen, dass die Gleichung (14) eine gleich- 
seitige oder ungleichseitige Hyperbel« darstellt^ je 
nachdem das Axensystem, auf welches sie bezogen 
ist, ein rechtwinkliges oder schiefwinkliges ist. 

8. Wir schliessen diese vorläufige Discussion der Linie' zwei- 
tem Qrades mit <ter Bemerkung > dasa eine Gleichung von der Form 
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die bekanntlieh g&r keine geometrische Bedeutung bat, als iden- 
tiscb betrachtet werden kann mit der folgenden Gleichung 

"2 x^ 



+ -—!=== Ä 1, 



deren Form, von rein analytischem Gesichtspuncte aus betrachtet, 
dSeseibe ist M^ie die Form der Gleichung (10). Aus diesem Grunde 
sagen wir: die Gleichung(l5) drücke eine ima ginäre El- 
lipse aus and betrachten 2h 4 — 1 «nd 2a V — 1 als die auf 
dieselbe bezüglichen Aienlängen. 

Analog kann man einen Kreis, dessen Gleich ung die Form 

(16) y*+«* = — Ä* oder y'^+a;* === (äV—I)* 
bat, als einen Kreis mit imaginärem Radius bezeichnen. 

Ferner die bereits früher erwähnte Gleichung 

(17) y2 + a?2 t= 0, 
irelche einen einzigen reellen Punct, nämlich den Anfangspunct. 
Msdrückt, kann hiemach als der analytische Ausdruck 
eines Kreises angesehen werden, dessen Radius den 
Werth Null hat, und der sich demzufolge auf seinen Mittel- 
pttiict reducirt. Die übrigen die Peripherie eines solchen Kreises 
ansmadienden Puncte kommen in der Constructionsebene nicht 
sar Btistenz, d.h. sie sind imaginär. 

EndHcb kann auf diese Weise selbst ein analytischer Zusam- 
ttenbang zwisdien einer reellen Ellipse und einer reellen Hyperbel- 
nachgewiesen werden. Offenbar nämlich geht d ie Gleichung (10) 
in die Gleioktxng (12) über, wenn man ft V-^1 ^^ Stelle von h 
setzt. Demgemäss kann jede Hyperbel als eine Ellipse 
betrachtet werden, deren eine Axe eine imaginäre 
Länge hat, nämlich näher ein Multiplum von V-^l ist. 

0. Acisdrfick einer Curve durch eine Gleichung 
zwischen ihren Pelarcoor dinaten. 

Jeder Ausdruck, weicher den Radius Tector r irgend eines 
aiibestimraten Puncteä als eine (einförmige) Function der AmpK- 
tude ^ giebt, also eine Gleichung von der Form 

(18) r = f{q>) 
bestimniift ^e unendliche Folge ton reellen oder imaginären Punc* 
ten^ welche «rhrit^ wird, wem man der Grösse tp nach und nach 
alle nur denkbaren {»isitiveii oder negativen Wink^össen ertheilt« 
Sdmm, L 4 
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Denn wir bekommen dadurch eine unendliche Menge yon Syste- 
men zusammengehöriger Werthe von r und 9), deren jedes, we- 
nigstens wenn r reell ist, einen bestimmten Punct der Ebene fest- 
legt. Wenn nun unter diesen Puncten wenigstens eine continuir- 
lidie Folge reeller Puncto enthalten ist, so sagen wir, die Glei- 
chung (18) drücke (im engeren geometrischen Sinne des Wortes) 
eine Curve aus. 

Wenn die Gleichung zwischen r und ^ die allgemeinere 
Form hat (19) /(r, qt) = 0, 

so ist die Grösse r im Allgemeinen eine mehrförmige Function ron 
^ und zerMt in ein System zusammengehöriger Gleichungen, etwa 

(20) T = A(<p), r^hdp), r =My), 

Die Gesammtheit nun der continuirlichen Folgen reeller Puncte, 
welche durch die Gleichungen (20) bestimmt werden, heisst gleich- 
falls die durch die Gleichung (19) ausgedrückte Curre und hier- 
bei ist es gleichgültig, wenn etwa mehrere Reihen stetig auf einan- 
derfolgender Puncto existiren sollten, ob dieselben sich zu einem 
'Zuge zusammeni^etzen oder mehrere von einander getrennte Züge 
geben. 

Wenn die durch die Gleichung (18) ausgedrückte Curve aus 
mehreren von einander getrennten Zügen besteht, so kann auch 
hier der Grund ein doppelter sein; entweder kann es davon her- 
rühren, dass eine Folge von Werthen der Grösse 9) existirt, für 
welche die zugehörigen r imaginär ausfallen , oder aber die Func- 
tion f(fp) erleidet an einer oder mehreren Stellen Stetigkeits- 
unterbrechungen. 

Die einfachsten auf Polarcoordinatto bezüglichen Gleichungen 
sind (21) r ^ a 

und (22) g> SS a. 

Die erste drückt eine Kreislinie aus , welche mit einem Radius von 
der absoluten Länge a um den Anfangspunct beschrieben ist, die 
zweite eine gerade Linie, welche mit der Axe OX einen zwischen 
den Grenzen +n und — 7t enthaltenen Winkel einschliesst. Be- 
stehen beide Gleichungen zusammen, so bestimmen sie, wie be- 
kannt, die Lage eines spedellen Punctes der Ebene auf eindeutige 
Weise. 

Betrachten wir (Fig. 10) ^die sogenannte Lemniskate , eine 
Curve , deren Gleichung für rechtwinklige Coordinaten die Form 

(28) (y* + a?*)*+2aV— 0?*) = 
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und demzufolge für PolarcootdiDatea (zu Folge der Transforma- 
tionsformel am Schlosse des $. 1) die For m hat 

(24) r = ayj2,cos2q> 

7t 

Lassen wir zunächst q> die Werthe vop. bis za — dorch- 

laufen, %o nimmt a allmälig ab von aV^ bis zu 0. Wir bemer- 
ken insbesondere folgende in der Figur verzeichnete Werthsysteme 
?on (p und r: 

9) « 0^ , r = aV^ = 1,41a 

9 = 15» , r :=^ a^^ = 1,32a 

9 = 22^30, r - a^ ^ l,l9a 

9 = 30« , r r=i a 

9 = 45» , r = 0. 

Wenn man hierauf w zwischen den Grenzen -r- und -:r- varii- 

^ 4 4 

ren lässt, so bekommt man lauter imaginäre Werthe von r, also 

existirt die Curve innerhalb des Winkels BOG nicht. Lässt man 

in 
(p weiter von q> = — j- bis zu 9) = tt zunehmen, so bekom* 

men wir in umgekehrter Ordnung dieselben Werthe von r, welche 

7t 

wir Ton 9 = bis zu 9 = -^ erhalten haben. Demgemäss 

existiren zwei unter einander congruente Quadranten der Lemni- 
skate, welche respective in den Winkelräumen COX =: 4d*^ und 
fiOr s 45« liegen. 

Lassen wir endlich 9 die Reihe der negativen Winkelgröä- 
sen zwischen und — 7t durchlaufen, so bekommen wir dadurch 
zwei neue Quadranten der Lemniskate , welche unter sich und mit 
den früheren congruent sind und respective in den Winkelräumen 
VOyi und cor sich befinden. 

Die Lemniskate ist demgemäss eine Curve, die eine durch 
ihren Mittelpunct sich hinziehende Schleife bildet. 

Es sei 9' ein zwischen den Grenzen — 7t und +7r entfial* 
tener specieller Winkel, n irgend eine positive oder negative ganze 
Zahl und 9> =^ 9P' 4* 2n7r; 

alsdann lallen die Richtungen der beiden Radii vectores r und r', 
welche den Amplituden q> und q>' entsprechen, in eine zusammen, 
und vermöge der Periodicität der trigonometrischen Functionen 
haben dieselben auch gleiche Länge. Demzufolge bestimmen die 
beiden Amplituden 9) und q>* einen und denselben Curvenpunct 

4» 



und es ist daher Überflüsse;, 9 über die GTettsto '^H mA^'i/t 
hinauswachsen zu lassen. 

Wir können diese Bemerkung überhaupt auf alle algebrai^ 
sehen Curven ausdehnen. Denn denken wir uns die Gleichung 
einer solchen Curve zunächst zwischen rechtwinkligen Coordinaten 
30 und y und transformiren durch die Substitutionen 

X = rcosg), y « rsingp 
dieselbe auf Polarcoordinaten ,. so resultut eine algebraische Glei- 
chung zwischen den Grössen r^ sin 9 und cos 9 und jede zwei 
Poiwinkel q> und 9)^ die sich um ein Vielfaches Ton 27t von 
einander unterscheiden, legen ersichtlich einen und denselben Cur- 
venpunct fest« Also erhalten wir alle reellen Puncte 
einer algebraischen CUrve, deren Polargleichung 
zwischen r und g> gegeben ist> indem wir die ▲mpli'- 
tude q> allmälig das Intervall von q> = — n bis zu 
g) =s -^Tt durchlaufen lassen. 

Die Gleichung einer transscendenten Curve - kann die Grösse 
q> auch lioch itt anderen Formen als unter den trigoMIftin^iseheii 
Fuuctionszeichen enthalten und aus diesem €runde wird man bei 
Discussion derselben q> auch ausserhalb jenes Intervalles zu be- 
trachten haben, d. h. man muss q> im Allgemeinen zwischen den 
Grenzet! — 00 und + 00 variiren lassen» Denn wenn die ilaifii 
vectores r und r', die den bezeichneten Specialwelrthen f und ^ 
entsprechen, auch der Richtung nach zusammeiiliBdU^n, so.köAöen 
sie alsdimn- dennoch verschiedeBe Längeil hebeü und afed zwei 
von einander verschiedene Cnrvenpunete bestimmen. 

Als einfachstes Beispiel betrachtet Wir die Gleichimg 

(25) r :^ a% 
welche die sogenannte Archimedische Spirale ausdrückt. D^nk^H 
wir uns einen Radius vector- um seinen eilieki in 
festen Endpunkt in Drehung veri&ettt und diabfef dtett 
anderen Endpunct dergestalt auf seiiiör Richttitig be- 
weglicii, dass seine Länge beiständig dem DrehungB"- 
Winkel proportional ist, so beschreibt derselbe, ^0* 
f^m er im Anfange der Bewegung ^Is v^n der Länge 
angenommen wird, mit seinem beweglichem. End^ 
puncte die Ardiimedisehe Sfiirale. Die Gleichung (85) jst 
der unmittelbare Ausdruck dieser Art, die Curve geomefrisdi zu 
enengen. 
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Wepn 9> sx Q ist, so ist auch r = 0> aUa hebt unsere 
Spirale (cf. fig. 11) von dem Puncte an. Läast mau uun 9 
iHm^g You 9» = bis zu 9 =s TT wachsen, so wächst auch r 
allmälig und wird ^uf diese Weise die erste halbe Windung von 
an über B nach D hin erzeugt. Indem q> weiter von n bis 
ift wächst, bekonmien wir von D aus über B' und C nach ly 
eine volle Windung) um den Punct 0, darauf, indem g> von Stt 
bis zu 5n allmälig wächst, eine zweite volle Windung um 
herum u. s. w. 

Lleat loan ^ auch die Reibe der negativen Zahlen von an 
durchlaufen, so bekommen wir eine zweite in der Figur gestri- 
chelt gezeichnete Spirale , welche der eben beschriebenen vollkom- 
men congruent ist,- aber im entgegengesetzten Sinne sich hinwin- 
iü, Ue erste Halhwendung dieser zweiten Spirale setzt sich mit 
der ersten Halhwindung der ersten Spirale zu einer vollen Win- 
duog um herum zusammen, und ist auf diese Weise, wenn 
beide Spiralen, wie es ihr gemeinsdiafüicber Ausdruck durcji die 
GJeichuog (85) fordert, als eine einzige Curve gefasst werden, 
dieselbe auch im AnCangspuncte eontinuirlicl|. 

Jede Gerade , welche durch den Anfangspunct gezogen 
wd, schneidet jede der beiden Spiralen, welche die durc|i die 
Gleißhung (25) ausgedrückte Curve zusammensetzen, ia unendlich 
vmlea PuQcten, von denen, indem der Anfangspunct nicht mitge* 
rvcbnet wird, Je zwei einander benachbarte einen Abstand haben, 
velcber duroh die Zakl Sti; := 6,2832 gemessen wird. 

£s sei allgemein die Gleichung einei: Curve zwischen ihren 
Pobreoordinaten von der Form (18) und zugleich f{ip) eine sol- 
che Function , wekbe für alle reelle Werfhe von g> reell bleibt 
und mit q> ohne Ende zunimmt oder abnimmt: so heisst die in 
Rede Steheode Curye eine Spirä}e. Jede vom Pole aus gezo- 
geae uid»egrenzte Gerade schneidet die Cui*ve in unendlich vielen 
I^uncten und der Bogen, welcher zwischen je zwei auf einander 
folgenden Durohsctinittspuncten derselben mit irgend einer solcheii 
^erdden liegt, beifist eine Windung der Spirale, Wir fuhren 
^^^^M deir ArahiJ^disohen Spirallinie noch die hyperbolische 
und logarithmische Spirallinie an. Erstere hat zur Glei- 
chung (26) r = — 

9 1 

^i feU^erß, (?7) r = e^^ oder q> ^ — lgr(base). 
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rcos9> = — rco8(— r, — a?), rsinq> = — rsinC — r, — x) 
oder zu Folge Betrachtung des rechtwinkligen Dreiecks OAP^ in 
welchem der Winkel ( — r, — x) liegt und die beiden Katheten 
im positiven Sinne respective AO und PA sind, 

rcos^ = — AO ^ OA ^ X, rsiny ss -^PA ^ AP ^=^ y. 

.§. 4. 

Länge und Richtung einer zwischen zwei Puncten 
gezogenen Geraden. Grundbegriffe der Lehre von 

den Projectionen. 

1. Es seien Pi und P, zwei Puncte, die respective durch 
die Coordinaten yi und Xf , y, und x^ ihre Bestimmung erhalten. 
Wir wollen die Distanz zwischen ihnen zunächst in dem einfach- 
sten Falle bestimmen, in welchem dieselbe einer Coordinatenaxe 
parallel läuft. Sei also zunächst PiP^ parallel XX^ so ist die 
Distanz P^ P% nach Grösse und Vorzeichen gleich der zwischen den 
Projectionen von Pi und P, auf der Axe der x enthaltenen Strecke 
AiA% und in allen Fällen hat man nach Grösse und Vorzeichen: 
(1) P| Pj = A1A2 = Xt — Xfy Pj Pj = A^Ai = Xf — ajj. 

In der That, wenn o^ und Xi gleiche Vorzeichen haben, 
d. h. wenn At und i, sich auf einer Seite des Anfangspanctes be- 
finden, so fallt die algebraische Differenz der Werthe von x^ und 
Xf mit der absoluten zusammen, welche letztere ersichtlich die 
in Frage stehende Distanz AiA^, abgesehen vom Vorzeichen, dar- 
stellt. Nimmt man nun an, dass P, weiter vom Anfangspuncte 
abliegt als Pf , d. h. tlass im absoluten Sinne die Ungleichung 
X2>Xf erfüllt wird, so hat man 
a?2_a?j = OAz — OAi = (Oi| + if Az)-- OAf = A^A^=s p^p^. 

Wenn dagegen Xi und Xi ungleiche Vorzeichen haben; d.h. 
wenn i^ und A^ auf verschiedenen Seiten des Anfangspunctes lie- 
gen, so fallt die algebraische Differenz x^ — Xi mit der Summe 
der absoluten Werthe von x^ und Xf zusammen, welche letztere 
ersichtlich die in Frage stehende Distanz abgesehen vom Vorzei- 
chen ausdrückt. Näher ist 

x^ — Xi = OA^—OAi = OAt + iiO = A^O + OA^ 

= ij ij = Pi Pj. 

Wenn P| Pj parallel mit der Ordinatenaxe läuft, so ist P^ P% 
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nach Grösse und Vorzeichen gleich der Strecke Bi B^, welche 
zwischen den Projectionen der Puncte P| und P^' auf die Axe 
der y enthalten ist und man hat aus ähnlichen Gründen in allen 
Fällen 

(2) P,P| - B^Bt = y,— y,, P^Pi = B^B, = »j— y,. 

2. Die Strecken i| il2 und BiB^^ welche zwischen 
den Projectionen der Puncte Pg und P^ auf den be- 
treffendeji Axen enthalten sind, heissen die Projec- 
tionen der (begrenzten) Geraden PiP^ respective auf der 
Axe der x und auf der Axe der y. In der That alle Puncte 
der PiP, der Reihe nach auf die Axe der x projicirt, bilden die 
Strecke AiÄ^ und ähnlich setzt sich die Strecke BxB^ aus den 
Puncten zusammen, welche durch Projidrung der sämmtlichen 
Puncto von P^ P^ auf die Axe der y erhalten werden. Wenn nun 
PfPs einer Axe parallel läuft, so ist es, wie wir gesehen haben, 
nach Grösse und Vorzeichen gleich seiner Projection auf der Axe, 
mit welcher es parallel ist; die Projection auf die andere Axe ist 
ersichtlich gleich 0. Wenn dagegen PiP^ keiner Axe parallel läuft, 
80 lassen sich die Projectionen auf beide Axen in ein Dreieck mit 
ibm zusammenlegen, vermöge dessen die Grösse PfP^ als die 
dritte Seite eines Dreieckes sich berechnet, von welchem zwei Sei- 
ten und der eingeschlossene Winkel bekannt sind. 

Dies Dreieck wird erhalten, indem man sich die Projectio- 
nen i| i, und Bf 02 ^<>° A A duf beiden Axen construirt und 
den Punct, in welchem sich A^Pi und B^P^ durchschneiden, mit 
bezeichnet. Denn ii\ dem dadurch entstehenden Dreiecke PiOP^ 
ist der Gegenwinkel von P| P, nämlich P| QPj , entweder gleich 
n—a oder gleich a selbst und die diesen Winkel einschliessen- 
den Seiten sind QPi ' und Pi Q und ersichtlich den Projectio- 
nen i| ^2 und JB, B^ von Pi P2 nach Grösse und Vorzeichen 
gleich. Nun sind die Projectionen einer Geraden, deren End- 
puncte durch ihre Coordinaten gegeben sind, auf beiden Co- 
ordinatenaxen als bekannt anzusehen: denn zu Folge ähnlicher 
Betrachtungen, wie die unter (1) angewendeten sind, findet man 
die Projection von P1P2 auf dieAxe der x nach Grösse 
und Vorzeichen gleich der Abscissendifferenz X2 — o^i 
und die Projection von P, Pj auf die Axe der y nach 
Grösse und Vorzeichen gleich der Ordinatendifferenz 
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y^^lh' ^^^ '^^^ d9s Dreieck PiQP% hmÜBmi 9118 sw^ Seilen 
und dem eingeechiossenen \Viakel. 

lo der Trigonometrie beziehen sieb die liehrsätase, w^che 
zur Berechnung der Dreiecke dienen, durchaus inur auf Dreiecke 
mit absoluten Seitenlangen und absoluten Winkelgröss^. Wenn 
wir sie also hier anwenden wollen, wo wir mit algebraischen Län- 
gen und algebraischen Winkeln zu thun haben, so müssen wir 
dafür Borgen, dass die Winkel eines Dreieckes in einerlei Sinn, 
also entweder alle positiv oder alle negativ genonmien werden, 
und ebenso die Seiten eines Dreiecks gleichfalls in einerlei Sinn, 
also entweder alle positiv oder alle negativ. 

Dies vorausgesetzt betrachten wir zunächst (vergl. die Dop- 
pelflgur 12) den Fall ^P^QP^ = rt—et, also cos PiQP^ = 
.—cos« und bemerken, dass von dem Vorzeichen des Winkels 
P\QP2 hier abgesehen werden kann, weil er nur unter dem Fun- 
ctionszeichen cos in Anwendung kommen wird. Wenn dieser Fall 
eintritt, so haben die beiden Projectionen A^A^ und 
B1B2 der begrenzten Geraden PiPs? oder was dassellje 
sagt, die Ausdrucke y^ — yx und jTj — 0?^ gleiches Vor- 
zeichen und die drei Seiten des Dreieckes in einerlei, sei es 
positivem oder negativem Sinne genommen, werden dargestellt 
nach Grösse und Vorzeichen durch PiQ, OP2, PiPf: mithin 
folgt nach einem bekannten Hauptsatze der Trigonometrie 

Pi Pa^ = Pj 02 + 2PiO . QP^Qo%a + QP^^ 
wober, wenn man für P^Q und QP^ ihre Wertbe y^ — y^ und 

Xi — a?| setzt, ohn e Schwierigkeit folgt 

(3) Pi P, - ±V(y2— yi)H2(y,— yi)(a?«— a?|)cosa+(a;,— o?,)*. 

Zweitens untersuchen wir den Fall (vgl. die Doppelfigur 13) 
^Pi0^2 === ^ ^^^ sehen wieder von dem Vorzeichen dea Win- 
kels PiQP{ ab, weil derselbe zunächst nur unter dem FuBctions- 
zeichen cos vorkommen wird. Wenn dieser Fall eintritt, 90 
haben die beiden Projectionen A^A^ und jB^JB, von PiP^ 
oder mit andern Worten die Ausdrücke x^ — Xi und 
y^'^^Vi ungleiches Vorzeichen und die drei Seiten des Drei- 
eckes in einerlei, sei es positivem oder negativem Sijuoe genom- 
men, werden der Reihe nach dargestellt durch 

PxQ, P2Q, PiPt und mithin ist 

PiPi^ = PiO^ — 2P40.Pj0cosa + P20* 
^ Piß* + 2Pi<?,(?P,cosa + 9P3j% 
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d.h. man. kommt wieder auf dea vmrigep Ansdrodi für PiP^' und 
alsa auch auf die Gteiobang (3) zurAok , welche hiernaoh euf alle 
oor ^enkbareii Fjüile gleichmäßig Anwendung findet. 

Wes dne VcMr^elc^iea toh P| P, anbetrifll, 8o kann map daa 
nach den Erörterungen im vorigen Paragraphen mit {eiebter Mthe 
bestimmen und bat dem entsprechend in der. Gleichung (3) + oder 
•^ <u nehmen, je naebdem PiP^ dberbalb oder unterhalb einer 
mi XX' durch Pi geführten Parallelen vi liegen kommt. 

Wenn der eiqe Pimct P, der Anfangspunct tat, |o hat 
man y, B ^xA «p^ ^ ®f ^^^ ^^^^ ^^^ ^^ andern Pimot 
unbestimmt annimmt nnd ihn aleo oonaequent durch P| sowie 
seine Coordinaten durch 9» 9 bexeichnet, so findet man ala Aqa* 
dnwk für die Länge dea R adius vector eina a Punetee 
(y, a?) (4) OP = +Vy»T2yi cot a + a;;* 

und hier muas das obere oder untere Vorzeichen gewählt werden^ 
je nachdem OP oberhalb oder unterhalb der Axe XX' liegt. 

Für den Fall rochtwinkligei' Coordinaten gehen die Formeln 

(3) und (4) über in die einf acheren ; 

(5) PiP, x= ±V(ya-y i)^-Ka?a -a?i)^ 
(6) OP^ ±VF+^ 

3. Winkel einer Geraden mit jeder der beiden 

Durch 2 Ponote ist geomeUrieeh eine Gerade sowohl der 
Grosse wie der Richtung nach bestimmt. Hiemacb, wenn nns 
zweiPunct«, wie Pi und P,, analytiseh, d.h. vermöge ihrer (V 
ordinaten gegeben sind, muss auch die dazwischen befindliche Ge- 
rade sowohl nach Grösse, wie oaeh Richtung sich analytisch be- 
stimmen laaseu. Rias Erste haben wir bereits gethan und was das 
Zvoit^ anlangt, so ist die Richtung einer begrenzten Geraden iden* 
tiioh nut der Richtung der durch dieselben iwei Puncte hindurch* 
geheaden und begrenaten Geraden. D^pagemäss bezeichnen wir 
^ dvrch die beiden Puncte P^ und P2 bestimmte und als unbe* 
greait gedadite Gerade, indem wir sie im Sinne der posititen auf 
ihr bofiiidUchen Strecken nehmen, dureb dae Symbol I, und in* 
<h)m wiJT sie im Sinne der negaüyen aaf ihr befindlichen Strecken 
oshmen, durch das Sfn4>ol ~l AlsdMn iat ihre Richtung h^ 
stimmt durch jeden der beiden Winkel (J, ») und (y^ IX welche^ 
91t mit äesß beiden Cpordinatenazen einschliesst. Dieselben sind 
mit einander verknöpft dmroh die Relation 
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(7) (», I) = (», a?) -(I, ») 
oder, wenn man der grösseren Kürze halber die Winkel, die eine 

Gerade im positiven Sinne der Bewegung auf ihr mit den Rich- 
tungen der positiven x und y umschliesst, respective durch ß 
und y bezeichnet, 

(8) y = a— /?, ß = (I, X), y = (y, I). 

Was die Grenzen dieser Winkel anlangt, so ist der Winkd 
ß oder (l, x) zwischen und n enthalten, so jedoch, dass er 
wohl der Grenze 0, aber nicht der Grenze n gleich werden kann. 
Denn nehmen wir an, es wäre die Gerade { parallel der Axe X'X, 
so ginge das Symbol über in {x,x), welches offenbar einen Win- 
kel gleich andeutet. Der Winkel zwischen zwei Parallelen kann 
allerdings auch als gleich n betrachtet werden: aber das betref- 
fende Symbol ist alsdann ( — x,x) und mithin ist dieser Fall 
durch die Definition des Winkels zwischen zwei Geraden ausge- 
schlossen, welche fordert, dass dieser Winkel wesentlich von den 
im positiven Sinne ihrer Bewegung genommenen Geraden gebildet 
werde. Was den Winkel y oder (y, I) anlangt, so ist er zufolge der 
Gleichung (7) oder (8) zwischen den Grenzen a und — (n — a) 
enthalten, so jedoch, dass er wohl der ersten,! aber nicht der 
letzten Grenze gleich werden kann ; er kann mithin ebensowohl 
positiv wie negativ sein, und zwar wird das Eine oder das An- 
dere eintreten, je nachdem eine durch mit der + 1 gezogene 
und daher auf der positiven Seite der Axe XX' befindliche Paral- 
lele auf der positiven oder negativen Seite, d.h. rechts oder links 
von der Axe YT sich befindet. 

Betrachten wir nunmehr wieder zunächst die Doppelfigur 12, 
für welche die beiden Projectionen At A^ und Bi Bj gleiches Vor- 
zeichen haben, so sind die drei Seiten beide Mal in einerlei Sinne 
genommen, nämlich für die erste Figuration im positiven und für 
die zweite im negativen Sinne, der Reihe nach Pii?^, PiO, QPi 
oder auch PiPj» Vi — Vi» ^i — ^i> ^^® diesen Seiten gegenüber- 
stehenden Winkel dagegen, beide Mal im positiven Sinne genom- 
men, sind für die erste Figuration respective ausgedrückt durch 
die Symbole (a?, — y), ( — l, — a?), (y, I) und für die zweite Fi- 
guration respective ausgedrückt durch die Symbole ( — o;, y), (I, x), 
( — y> — 0- Zu Folge der Relationen 

ixy—y) » (— a?,y), (— i,— a?) — (I,a?), (y, I) = (— y, — 
bekommen wir also, da sich die Seiten eines Dl^ieckes nach 
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einem bekanüten Hauptsatze der Trigonometrie wie die Siniia der 
Gegenwinkel verhalten, in beiden Fällen 

^1 J^i • »2 — »1 • ®2 — ^t = sin (07, — y) : sin (i, x) : sin (y, 
oder, da bekanntlich 

8in(a;,— y) « sin]— (— y,a?)j = — 8in(— y,a?) 

= — 8hi| — {n — o)| = sina 
ist, etwas einfacher 

(9) P| P, :ys— Vi :a?t— »i = «»(y, x) : sin(Z, x) : sin(y,i) 

= sino : sin/? : siny. 

Die Betrachtung der Doppelfigur 13, welche voraussetzt, 
dass die beiden Projectionen Ä^Ä^ und BiB^ der begrenzten Ge- 
raden P| P^ ungleiche Vorzeichen haben , lierert ähnliche Resul* 
täte. Die Seiten des Dreieckes PiQPa in einerlei Sinn genommen 
sind auf jeden Fall PiP^, PfO, P^Q oder P^P^, Vi — Vx^ 
— (rcj — a^i); die im positiven Sinne ihrer Erzeugung genomme- 
nen Gegenwinkel dazu sind für die eine Figuration zu bezeichnen 
durch die Symbole (-— y, — a?), (a?, — 0» (^y) und für die an- 
dere Figuration durch die Symbole (y, a?), ( — a?, 0» ( — t — y)f 
die den erst genannten gleich gelten. Also hat man in beiden 
FlUen 

P^P^ : y,— yi : —{x^—x^) = sin(y,a?) : sin(a?, — /) 

: sin(l,y). 

Nun ist sin(a?, — i) = — sin(— Z, a?) = — sin[ — (^— (i,a?))] 

= sin({, a;) und sjn(2,y) = — sin(y,0; 
also geht die vorhergehende Proportion über in 

Pi'j • »1— »i • — (^a — a?i) = sin(y,a?) : sin(Z, a?) 

: --sin(y,0 

und diese Proportion ist ersichtlich identisch mit der Proportion 
(9), welche demgemäss für alle nur denkbaren Fälle in vollster 
Allgemeinheit gilt. 

Aus der Proportion (9) fliessen die folgenden drei wichtigen 
Gleichungen : 

(10) y2~yi «. »i"(^' ^) -« sJP/^ _ sin(a— y) 
X, — Xi sin(y,0 sin(a — ß) siny ' 

(11) Ä,J». = y,-y, = 45i^ AP. = 4^ P,P,, 

* * ^* ^* sm(y,a;) * * sina * ' 
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(12) A,Ä, « *,-ar, « ^^ FiF, = i*^ P,P, 

_^ sm(a—ßy 

sina * ** 
Die erste dieser Gleichungen hat zu Folge 

(ys-^^iXsinacos/} — Gososin/9) k (x^ — Xf)$mfi 
und hieraus ergiebt sich^ intern n(ian mX to^ß auf beiden Seiten 
durchdividirt, eine Bestimmungsgleichung für \gß^ i(^rinög^ weit* 
eher wir erhalten 

(13) Ig/J = tgtta;) = . . i^^Tf:^''"",^,, . 
Ebenso findet man gleichfalls durch Transformation der Gleichung (10) 

(14) tgy = tg(i/,n = -^ (x^-fi{)^ma 

Zu Folge der Grenzen, innerhalb derer die Winkel ß und y 
liegen, sind dieselben vermöge dieser Gleichungen in eindeuti- 
ger Weise bestimn^t und namentlich ergiebt sich der Winkel /9, 
je nachdem der Ausdruck rechter Hand in der Gleichung (13) 
positiv oder negativ ausfallt /als ein wesentlich positiver spilzi^eir 
und als ein wesentlich positiver stun^pfer Winkel. 

Da der Winkel /}, ebensowohl , wie der Winkel y^ die l^oll- 
tung der (geraden { vollkommen bestinmit und beide io o^ideuti- 
ger Weise aus der Gleichung (10) folgen, so erhellt unmittelbar 
das Theorem: 

Die Richtung einer Gerade» ist bestmmt 4w^h da$ VerhdUniss 
der beiden Projectiqnen, welche irgend eine ihr an^fh^rige Strecke 
auf den beiden Axen bildet und diese Projectionen Y^rhalten 
sich umgekehrt, wie die Sinus der Winkel, welche die Gerade 
mit denselben beiden Axen einschliesst. 

bezeichnen wir den Werth des Verhältnisses der beiden ge- 
nannten Projectionen durch a, so. ist 

^ ^ 0?, — Xi sin(y, sin(a — ß) 

und die Gleichungen (13) und (14) gehen über in 

^•/•v . /« • y» V asina 

(16) tg/> = ^(/.«)^ t^^^^^^ 

oder (17) tgy« tg(y,0-- ""*" 



a-{- cosa 
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8i*iiMi Ul diellkAtlltt|g[ cSiMT Geredto ittch ftoA Mfeiltmml, wenn 
t^ (tel* Wmk dto Augebftrigeti a ist Da #ir splilM' deiteHMi 
Grösse als Coeffidenten in der Gleichung der Geraden { beg^feii, 
m h^^m die Grösse tt der fti(^tüng,^c#erfiei(Bnt der 
Bj^BCiellen Geraden, auf welche di« sich besieht und es 
«rimfit (ritte SehwierigkeiC^ dasö, je nachdem die Projectionen ir- 
pnA ekier diteer Geraden angehörigen Stredie gleidies oder un- 
tlMtfa^s VDrMiefaen hAeh, der Ridituitig9oo«i8dettt ä positiv ^der 
n^tiv ausfallt, sowie umgekehrt, dass, je nachdem der Richtüilgs- 
tMffideni a poBikit odier negttti? aasfalU, die beiden Projectionen 
in 1^ imd .^i B^ j^isidM oder «ngleidies Vorzeichen haben. 

Es ist nützlich, niclit bloss tg^, sondern auch die beiden 
Crossen sin/S und cos/$ als Functionen des IdichtungscpefllScienten 
darzustellen. Indem wir von der Gleichung (16) ausgeben, er- 
giebt sich sogleich 

' a • rt \ _L a sin a 

smß « mil «) = ± /. .o =f=? 

^,ijx 1 Vl + 2acosa + a2 

^^ ^ p /i ^ j. 1 + acosa 

cos/j = co8(I,a;) s= + 



«•-h* 



Vi +2acosa -|-a^ 
In der ersten Formel (18) ist das obere oder untere Vorzeichen 
zu nehmen, je nachdem a positiv oder negativ ausiält: denn nur 
so wird sinß unter allen Umstanden wesentlich positiv, wie es 
sein muss , weil ß zwischen den Grenzen und n liegt. Na4di 
derselben Regel bestimmt sich auch die Wahl des Zeichens in der 
zweiten der Formeln (16). 

Um dies einzuBehen hat man nur nöthig zu betoetkeli, dass 
die Division der erstBn der Formeln (18) durch die zweite noih- 
wendig die Formel (16) zu Folge haben bmiss: mithin gilt ia den 
beiden Formeln (18) fim gleicher Zeit «btweder das obere oder 
das untere VorzeicheB, 

Aehnliche Formeln linsen sich für den Winkel y entwickefai : 

« -. . j . ^ *toÄ , siny , . , . 

man findet, da man smv ^ s— und cosy = --—'-hat mdem 

a tgy 

dieselbe Regel wie voilier ^ WiiU des VorseichelUB bestimmt: 
tW) öhiy == Uint»,I) = ±. ,^" \ und 

./ -V t # + cos<di0 

cos y ss^ cos (y, i) = +.- 



Vl + 2aco8a + a' 
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4. Wenden wir uns jetzt den Gleichungen (11) und (12) 
zu, 80 ergiebt sich als ihre geometrische Deutung sogleich das 
Theorem : 
Die Projeetion einer in einer beliebigen Geraden enthaltenen 
Strecke auf irgend eine Coordinatenaxe ist nach Grdsse und 
Vorzeichen gleich dem Sinus des Winkels, welchen difse Gerade 
mit der anderen Coordinatenaxe einschHesst, muUiplicirt in den 
Quotienten des algebraisd^en Längenausdruekes für jene Strecke 
durch den Sinus des Coordinatenwinkds. 

Wenn man die Länge Pi P^ als ahsolut oder , was auf das- 
selbe hinausläuft, als schlechtbin positiv annehmen will, so erhalt 
dasselbe Theorem die etwas geänderte Form: 
Die Projeetion einer beliebigen zwischen zwei Puncten genom- 
menen Strecke auf eine iCoordinatenaze ist gleich dem Sinus 
des Winkels, welchen diese Strecke in dem bestimmten Sinne 
ihrer Erzeugung genommen mit der anderen Coordinatenaxe 
einschliesst, multiplidrt in den Quotienten des (absoluten) Län- 
genausdruckes jener Strecke durch den Sinus des Coordinaten- 
winkels. 

Wenn P1P2 entstanden ist durch die Bewegung eines Punc- 
tes von Pi nach P^ hin, welche im positiven Sinne vor sich geht, 
d.h. wenn PxP^ Yie^einÜ&iAi positiv ist, so passt die Aussprache 
unseres Satzes in letzterer Form ohne Weiteres auf den Aus- 
druck, welchen A^A^ giebt, nämlich 



sin (y, J) . 



PiP2 



sin(y,a7) 

denn die Richtung -|-I hat dann denselben Sinn, wie die Richtung 
von Pi nach P, h^* Wenn dagegen PiP^ wesentlich negativ 
ist, so berücksichtige man, dass wegen der Relation 

— sin(y, == sin[— (TT— (y,0)J «= sin(y, — I) 
der Ausdruck von A^A^ auch die Form gestattet, 



sin(y, — Z). 



-PjP^ 



sin (y, X) ' 

wo — P1P2) ^^ ^^ positiv ist, mit dem absoluten Längenaus- 
drucke för P1P2 identificirt werden kann und der Winkel (y, — l) 
sich auf die Gerade — l bezieht, welche in dem Sinne der Er- 
zeugung von PiP^ genommen ist. Bezeichnen yrir demgemäss die 
Länge von P1P2» abgesehen von ihrem Voraeichen, durch X, so 
haben vrir 
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und in ähnlicher Weise 

Ä » _ ^ ^ -. 8m(±^a?) 
* * ' ' sin(y,a;) 

indem das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem die Rich- 
tung der Bewegung von P| nach P^ hin wesentlich positiv oder 
wesentlich negativ ist. 

Wir werden uns des Theoremes von den Projectionen in der 
ersten Fassung bedienen: gleichwohl erschien die zweite Fassang 
Dicht überflüssig, weil es in namhaften Werken , z. B. in DukameF$ 
Mechanik, gerade in der letzteren Fassung vorausgesetzt wird. 

5. Projection des Umfanges einer geschlossse- 
nen Figur. 

Es seien P| , P, , Ps , P« die Eckpuncte eines belie- 
bigen Polygones, dessen Umfang mau sich von einem beliebigen 
Eckpuncte, etwa Pi, aus durchlaufen denkt, ohne jemals auf eine 
schon beschriebene Seile zurückzukommen. Die unter dieser Vor- 
aussetzung beschriebenen Seiten PiPj, P2P39 PsPf» PnPt 

seien nach Grösse und Vorzeichen respective dargestellt durch 

hy Liy Lzt Lnj und die Winkel, welche die genannten 

Seiten im positiven Sinne der Bewegung auf ihnen genommen mit 
den Richtungen der positiven x und der positiven y einschliessen, 

seien respective A, ß^, ft, ßn und yi, yj, ya, y«. 

Dies vorausgesetzt, bestehen, wie immer auch die Coordinatenaxen 
gelegt sein mögen, die Gleichungen: 

(20) Liünßi+L2sinßi+LiSinß^+ -f Insin/?, = 

und 

(21) Li siny, +L^^iny^ + Lz sinya + + £» siny„ = 0. 

Nehmen wir, da der Beweis im Princip dadurch nicht ge- 
ändert wird, das Polygon als ein Viereck an, so hat man die 
identische Gleichung: 

(a?, — a?i) + (x^ — ä?j) + (a?4— a?s) + (Xi — rrO = 0, 

in welcher sich alle Glieder auf der linken Seite nach Auflösung 
der Klammem gegenseitig vernichten. 

Nun ist naeh dem eben bewiesenen Satze sowohl nach Grösse 
wie Voneidien 



^ M -- 



X^—X^ = Atiig «= ^?^ I,, 

sina 



Seilt man diese Werthe für ü^— a?|, x^ — x^ etc. in die Torfaer- 
jgehehde Gleichting ein und multiplicirt sie darauf rechts und links 
mit sina, so folgt die Gleichung (21). 

£henso geht aus der identischen Gleichung 

(fi— Sft) + (fr— Sfi) + (»«— ä) + (ä— »«) = 
die Gleichung (20) henror. 

Die Fonndn (13) und (14) lassen sich in dem folgenden Tbeo- 

reme losammenfossoi: 

JNe SiMMMH der Ftodmtfe der atgebraüehm WerAe it/t Sei- 
ten emes A/y^ons iti A> Sm^ Ast WMM, ibdtk9 äft Jlfdk- 
hingtn tdket Seite mit efner fe^en RitAtung hiUm , M piMdk 
IfnU. 

Zugleich drfaeUt, dass dieser Satz weiter nichts als der analytische 
Ausdrudi ist für das durch unmittelbare Anschaunng tfhellende 
Theorem: 

Die ftejectiän des Umfmn§e$ einer geedil a ssemem tigur emf tr- 
gemi eine heUiUge feste Axe ist m idemtiseker Weiu der NuU 
jßeieL 

6. Fassen wir den Fall dncs rechtvinUigcB Cooidinaleiisj 
siems besonders ins Auge, so ist 

r^^-ß, ß = a*h r-(»,i) 

ud fie Fonnebi (10), (18)» (19) gdkm Oker ik 

m 

(23) aio^ s m(l,ai^ — + 



(24) eos/J = eoß (!;») = +-=== 

Vl-f«» 

I» w^ das Y TiMiho ■■biiteJi^ m «I aa 
der das obere oder intere Zeidbea n wAka, je 




sidv oder negativ, oder, was auf dasselbe herauskommt: je nach- 
dem ß ein spitziger oder stumpfer Winkel ist. 

Die Gleichungen endlich, welche die Theorie der Projectio- 
nen enthalten, gehen über in 

(25) 1»,B, = y,— yi = PiPjCosy « P,PjCO8(y,0, 

(26) ii^ij =r a?2— 0?! = PiPjCOS^ = P,P2Cos(/,a?) 

und 

(27) I| cosyi + Ij cosya + ia cosya +..•. + I» cosy» = 0, 

(28) £|Cos/?i +I2C08/JJ +£3Cos/?3 + + I« cos/?« = *• 

Die Projection also einer begrenzten Geraden auf 
eine beliebige Axe ist nach Grösse und Vorzeichen 
gleich dem algebraischen Längenausdrucke für jene 
begrenzte Gerade multipUcirt in den Cosinus des 
Winkels, welchen die Gerade (im positiven Sinne ge- 
nommen) mit der Axe einschliesst oder, wenn man die 
Einführung algebraischer Längen vermeiden will, gleich dem Län- 
genausdnicke für jene Gerade multiplicirt mit dem Cosinus des 
Winkels, welchen die projicirte Gerade in dem Sinne, in welchem 
sie durchlaufen wird, mit der festen Axe einschliesst. 

• §.5. 

Flächeninhalt eines ebenen Polygones. 

I. Die Trigonometrie lehrt, dass der Flächeninhalt eines 
Parallelogrammes gleich dem Producte zweier zusammenstossender 
Seiten in den Sinus des eingeschlossenen Winkels sei. Dabei 
gelten alle Zahlenfactoren , die in den Inhaltsausdruck eingehen 
und ebenso das resultirende Product als absolute Grössen. Wir 
wollen nun den Winkel , der ja nach Belieben durch eine positive, 
wie durdi eine negative Drehung erzeugt werden kann, als schlecht- 
hin positiv gelten lassen, die beiden Seiten dagegen, die wir uns 
Yom Scheitelpuncte des Winkels aus durchlaufen denken, als alge- 
braische auf ein festes Axensystem bezogene Längenzahlen: das 
resultirende Product definiren wir als die algebrai- 
sche Masszahl von der Fläche des Parallelogrammes., 
Um diese Definition, geometrisch zu rechtfertigen, schicken 
wir zwei Bemerkungen voraus. Erstens die Fläche eines Paralle- 
logrammes kann vorgestellt werden als erzeugt durch die Be- 
wegung einer jeden von zwei Parallelseiten, vermöge deren die- 
Sdimairz I. 5 



90|]^ parallel upd ia einfacher (Jdelcfaheit mit sieh selbst bis 2iir 
Deckung mit der anderen fortgeführt wird. Welche der beid<tn 
betraditoiten Parallelseiten nun das ParaUelogramm auch beschrei- 
ben möge, in beiden Fällen stellt es sich als die Summe der uoh 
endlich vielen Lagen dar, welche das bewegte Element allsiälig ; 
einnimoit. Da nun die bewegten Elemente in jed^m Ucmiente | 
nach Grösse und Vorzeichen gleich sind und auch die Zahl der 
Lagen , die sip allmßlig einnehmen , ersichtlich dieselbe ist , dage- I 
gen die Richtung der Bewegung des einen Elementes gerade die 
entgegengesetzte ist von der Richtung der Bewegung des mderen 
{dementes: so schliessen wir, dass dieselbe Flache in «ersehie- 
dfuem Sinne durch die beiden angezeigten Bewegmig^ erzeugt 
wßrde uik) betrachten sie demgemäss in dem einen Sinne als po- j 
sitiv, in den) andern als negativ. 

Zweiteos bemerken wir, d^ss ein Parallelogramm auf dop- 
pelle Weise aus je zwei in einem Eckjiunete zusMnlnenatofisendai 
Seiten entstehen kann , entweder indem die erste entinng der 
zweiten, oder indejoi die zweite entlaqg der ersten parallel mit 
sich selber tortbewegt wird. 3eide Arten der FlaobeiiefzettgiiDg 
sind wesentlich identisch, da man von der einen Art unmittelbar 
zu der anderen übergehen kann; folgerecht hat die resultirende 
Fläche in beiden FpUen das nämliche Vorzeichen, {n der That 
stellen v^ir' uns die beiden Seiten als von dem Eckpuncle aus, in 
wel^h^ sie zu$anunenstossen , durchU^feD vor, und betrachten 
daß Parallelogramm zuerst als die Summe der Lagep, welche qacb 
m^d nach die er$te der I^eiden Seiten einnimmt. Alsdann wird 
nichts Weee^tUches geändert, weqn man in Gedanken die auf m^' 
der folgender) Lagen festhält, welche jeder Panct der primitiven 
J^ge beschreibt: dadurch erhält man die auf einander fotg^d^n 
Lage» der zweiten Seite, welche gleichfells das gan^e PafialleW- 
gramn^ ausmachen, und zwar in dem Sinne der «weiten ßben a^ge- 
de^tet^n Erzeugnngaart. Pepn alleliagen der zweiten SeU^> welqb^ 
wir so erhalten, haben denselben Sinn wie die primitive Lage der- 
iplben, mid ihre Aufeinanderfolge ist analog der Be^egnpg« ver- 
ineige welcher die erste Seite durchlaufe^ wird, 

Unsere Peli^ition des Bf^i^s einer algebraische^ Flächen- 
f^ genügt allen Anforderungen, welche gestellt Wfir^eq k^n^eo* 
^enn sie d^^ so eben auseinandergesetzte und durch dieNirtur der 
S^chQ bedingte Dopp^verteltnij^s avadrüo^t, ^nd daf« sie im^^ 
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«iiUdi isf analytische Art auadrnoke, kanii auf folgende Art dait- 
gethan werden. 

Die ahaelsten Längen je tweier tusammeiMtoasender Seften 
des Parallelogramms seien pf und p^: alsdann, wenn wir ein he- 
stimmtee Axensyatem zu Grunde legen, entspricht jedem Bekpuncte 
cina bestirnnte auf die Längen der in ihm sttsamenstoesenden 
Saiten beifiglidie Zeicheneombinatiott, und wir wollen annehmen, 
tes dem ersten, zweiten, dritten, vierten Ecbpuncte, die wir be- 
läglidi mit F«, Pj, 1^, 1^ bezeichnen, respeetite die üeidien- 
cembinati«Den 
+Pt Md +p», +pi und ^ji,, —p, und -r-ft, —p^ und + ji, 
iQgeUfen. Ferner mögen die beiden Winkel, welohe das eine 
Fear gegtfiäberslehender Eckpunote, nämlich P| und l\, zu Schei- 
tdn haben, beide gleich ß sein, so sind diejenigen Winkel der 
Figur, welche das andere Paar (P^ und P4) gagenfiberstahender Eck- 
pupcte SU Scheiiein haben, beide gleich 180^ — ß. Dies voraus- 
gMctal wird der Ausdruck Inr die Fläche des Parallelogramms , je 
aschdem naan es ven den beiden ersten oder von den beiden leta- 
tea Eokpunoleu qus betrachtet, respective dargestellt durch das 
Product fiPt sin ß 

ote -p,p,sin(180*— /^) = — ftftsln/? 

and ea erbcUt eunädist, dase diese AusdrAcke sidi ergeben, in 
waloher Ordnung aach die beiden betreifenden Seitenfacteren aer 
Bildung des Prodnctes beitragen, d.h. das Vorzeichen der resulti- 
rmden Fläche ist, wie es sein rauss, dasselbe, auf welche Weise 
■an sie sich auch von einem bestimmten Eckpuncte aus erzeugt 
dcDkL Femer beCreohten wir das Parallelogramm von den End- 
pancten irgend einer bestinmiten Seite aus, etwa von dei Punc- 
ton B und C: so haben die beiden entsprechenden analytischen 
FKchenausdrüdie verschiedenes Zeichen und dieses stimmt vrie*, 
damaa mit der jedesmahgen Erzeugung der in Rede stehenden 
nsohe überein. Denn von dem Puncto Pf aus gesehen ist das 
ParaUelognunm PfPiF^P^ die Sunune der auf einander folgenden 
Ligf«, welohe ^e Seite P| P« » +pi, indem sie entlang der 
Seite jPiPi ^ *f ft parallel mit sich selber verridit wnrd, nach 
und naeh einnimmt, und von dem Puncto P^ aus gesehen stellt 
€0 iicfc ei3 die Summe der auf einander frigenden Lagen dar, 
«eiche die Seite l^Pg »< +Pi, indem sie entlang der Seite 
P^P^ PC -^f^ peraUel mit eich selber vernäckt wird, nach und 

6» 
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nach einnimmt. Zu Folge der ersten der beiden obigen Bemer- 
kungen ist also das Parallelogramm, sofern es von den Eckpunc- 
ten P| und P, aus betrachtet wird , als mit verschiedenem Vorzei- 
chen behaftet anzusehen. 

Da die Fläche eines Dreiecks die Hälfte ist von der Fläche 
eines Parallelogramms, welches dadurch entsteht, dass manvou 
den Endpuncten . irgend einer Seite aus Parallelen mit den bei- 
den anderen Seiten zieht, so folgt ohne Weiteres der zweite 
Satz: Der algebraische Ausdruck für die Fläche eines 
Dreieckes ist das halbe Product aus dem Sinus irgend 
eines schlechthin als positiv geltenden Dreieckswin- 
kels in die diesen Winkel einschliessenden Dreiecks- 
seiten, indem deren Längen als von dem Scheitel- 
puncto des Winkels aus durchlaufen und mithin mit 
einem bestimmten Vorzeichen genommen werden. 

2. Es sei PiP, irgend eine begrenzte Gerade und AiAi, 
wie gewöhnlich, ihre Projection auf die Axe der x. Alsdanu 
schliessen P| P, und A^ Ä^ mit den beiden Ordinaten A^ P| und 
AiPt oder yi und y^ eine Fläche ein, die, je nachdem Pt und 
P2 auf derselben oder auf verschiedenen Seiten von XX' liegen, 
als ein Paralleltrapez sich darstellt oder zu zwei einander gegen- 
überstehenden Dreiecken sich zusammensetzt (cf. Fig. 14). In 
jedem Falle können wir sie uns aber vermöge desselben Princips 
erzeugt denken, nämlich indem wir die Strecke Pf P2 in dem 
Sinne von Pi nach P, durchlaufen und die den durchlaufenen 
Puncten zugehörigen Ordinaten als f'lächenelemente fassen: die 
Summe dieser Flächenelemente ist der algebraische Werth der 
zwischen den Ordinaten AiPf und Ä^P2 durch die briden Strek- 
ken Pt P2 und Ai A^ abgegrenzten Flächen. Dieser algebraische 
Werth ist geometrisch mit der Fläche des Paralleltrapezes AiPiPfA^ 
identisch , wenn die erzeugenden Elemente sämmtlich gleiches Zei- 
chen haben , d. h. wenn P| und P^ auf derselben Seite von XX' 
liegen, dagegen bedeutet er die Differenz der beiden zwischen 
AiPi und A2P2 befindlichen Dreiecke, wenn P| und P^ auf ver- 
schiedenen Seiten der Axe XX' liegen, d.h. wennPiPj und iiij 
sich durchkreuzen. Denn alsdann haben die Ordinaten von fi 
bis zu dem Kreuzungspuncte ein und dasselbe Vorzeichen und 
die Ordinaten von dem Kreuzungspuncte an bis zu P^ hin auch 
fin und dasselbe, aber dem vorigen entgegengesetzte Vorzeichen. 
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oun sowohl die erste wie die zweite Gruppe von Ordinateoele- 
menten sich respective zu einem Dreiecke summirt, so druckt die 
algebraische Summe beider Dreiecke die Differenz ihrer absoluten 
Flächengrössen aus, welche mit dem Vorzeichen des grosseren 
Flächenausdruckes zu nehmen ist 

In beiden Fällen können wir die zu berechnende Ordinaten- 
summe als identisch setzen mit der algebraischen Summe der bei- 
den Dreiecksflächen iiijA und AfA^P^, wenn wir das erste 
Dreieck als die Sunune der Ordinalen auffassen, die entstehen, 
wenn man die gerade Verbindungslinie der Puucte P| und A^ in 
dem Sinne von P^ nach A^ hin durchläuft, und wenn wir das 
zweite Dreieck als die Summe der Ordinateu auffassen, die ent- 
stehen, wenn wir die gerade Verbindungslinie der Puncto Af und 
Pj in dem Sinne von Ai nach P^ durchlaufen. Beidemal ist mit- 
hin der Sinn der Bewegung, in welcher die Ordinalen fortschrei- 
teo, derselbe und übereinstimmend mit dem Sinne der Bewegung, 
in welcher die Ordinalen der zu berechnenden Summe eibander 
folgen« 

Im ersten Falle nämlich erhalten wir auf diese Weise lauter 
Ordinalen von demselben Zeichen wie die das Trapez zusammen- 
setzenden Ordinalen und da sie ausserdem, wie bemerkt, in dem- 
selben Sinne auf einander folgen, nämlich in dem Sinne der Be- 
wegung von Ai nach A^ hin oder von Pi nach P^, hin, so läuft 
der Beweis darauf hinaus, das Trapez AiPiP^A^ als gleich zu 
zeigen mit der absoluten Summe der Dreiecke AiA^Pt und 
^1^2 ^2' ^üie Gleichheil, die aus geometrischen Gründen sogleich 
erheÜl. 

Im zweiten Falle erhellt zunächst, dass die beiden Dreiecke 
^lA^P^ und iii^^z ^^ algebraischen Sinne ersichtlich dieselben 
Zeichen haben, wie die beiden respective von den Ordinalen i|P| 
und iijPj mit den sich kreuzenden Strecken A^A^ und PiPi 
gebildeten Dreiecke i4|0P| und QA^P2. Denn die Zeichen der er- 
zeugenden Ordinatenelemente sind für die Dreiecke A^A2P^ und 
.^lOP, , sowie ^lilj^a ^^^ 0^2^a beziehungsweise gleich und 
der Sinn, in welchem sich dieselben folgen, ist bei allen vier 
Dreiecken derselbe^ nändich der Sinn der Bewegung vonP^ nach 
Pf oder von A^ nach A^ hin: also ist die algebraische Summe 
der beiden erstgenannten Dreiecke im geometrischen Sinne gleich 
der Differenz ihrer absoluten Werthe und der Beweis läuft wieder 
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äatäUf bitilrtlt^, diese DiffM^na ab gMcfa eu leigeii nlit der abeok- 
teH Mfltol»to2 dei^ teiden letstgeAfennton Dreieck«, was eue geome^ 
UriMJien CilktMten gteithMlg UnmiUelblil* fol^t. 

AibO Ist die fenniie der auf die Urne P|P^ besigKohen Ol« 
dinatenelemente gleich der algebraiacben fiamme der beiden Drii- 
ecke A^A^Pii und Jt^ij^s« ^'b'^^ ^I* entetaadeki vorgesi^ik durch 
eine F<Äge ton in dem Siiine der Sta^oke A^Äf fortecfareitcMka 
OrdiUaten: also ist, Wie Jede beliebig Figur stigt» dae enl^ 
Drei^k ifon dem Pitndte il| aus zu reohiwn und das sweite iti 
dem edtgegehgesetzteti Sinne, welchen es van il^ alis gerechnet 
haben wfirde; Demgemdsi^ ergiebt lieh der Summeaausdmok 
^fi.AiA^mna — ^y^.A^A^sma =» ^(y^ *^y^)A^At^Mka «dnr 
encUich w^gen dee Wertheg der PrajeGtionsstretoke 1| J^c 

Wir ivyiilen die aigehrbisiriie Fläche, wetehe diesem Ausdiuciul 
gl«fi^ i«t, be0ei<A»i«n durch da^ Sfwbol PtP^A^A^Pf ; ddnn ist 
othüA» die eiitgegengesetate fläche ^ welche darch eine Slunrnr- 
rung der Ordinatenelemente in dem Sinne von A^ nach A^ eM* 
äteht) dargest^t durdi t^^P^A^Ä^P^ und analytiaeh ansgedrückt 
dnreh i(y2 + 9i)(^i''^^*t)^^^' geometrisch, Irie wir geseked 
hkb^ i bedeutät derselbe eitt;w«der ein PaMlelträpcs oder die Dif- 
ferenz zweier (kn i^beölüten Sinne geädnnnener) DreiednAftchenv 

&• Detken wir uns jetit ein b^ltebiges P^ygem P^ P^ Fj f^ 
.... P Pn und dessen Umfamg in dem dnrdti die angegeben 

folge von Buchstaben angezeigten Sinne durchlaufen: alsaann bil- 
den die Ordinalen jeder Seite in dem Sinne, in welclheifi sie 
durchlaufen wird, eine bestimmte algebraische Fläche, die geome- 
trisch ^tweder ein Trapez bedeutet oder die Differenz zweier (ab- 
svliit genommener) Dreiecksflächen: die algebraische Summe aller 
avf diese Weise hervorgehenden algebraischen Flachen iallt mit 
dem Flächeninhalt F des Polygones zusammen, so dasS die Clei- 
dumg besteht 

P' = PjFjijljP^ + P^P^A^Ä^P^ + P^Pa^A^h + . . . . 

+ PP A A P + PPAAP. 

h— ! Ä H n-iii— 1 * 1 1 te H 

£is Hi kSM difese Bebau^uitg atfi J«d#r hetiebig^ii upm^n 
)Pigar naiöhzüWef^ti , z. B-. an ^g. 6 ^ wi ein Fujrfeok Ve'r»ekhaM 
ist. Diä ^fechte Seite der vdrheirgelM»idbn ffleMuimg wird t&t am 
fi^t gleich ttetn Tolg^Aeü AUftttttrcte^ 'dar ^lur dM^cdute Ffitebeft- 
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gmieA «Bttiält, tniMai das Torzeichen sAmndioher Dreitdui und 
Trapeze nach den auseinander gesellten Regeln bestimmt ist: 

und es erbellt aügeDsehelnlich die Identttal dieses letzten Aus- 
drucks mit dem Flächeninhalte F unseres Polygones, Für jedes 
andere Polygon bekommt man dasselbe Resultat : nur muss man 
beständig beaehten, dass ein Trapez, welches eine im Sinne der 
f a; fortgehende Summe positiver Ordinalen ist, ebensowohl wie 
ein Trapez, welches eine im Sinne der — x fortgehende Summe 
neigaliver Ordinalen ist, durchaus als positives Flächenstück zu 
gelten habe, während jedes andere Trapez, welches entweder eine 
im Sinne der — x fortgehende Summe positiver Ordinaten oder 
eine im Sinne der + x fortgehende Summe negativer Ordinaten 
ist, durchaus nur negativ genommen werden darf. Aehnlich ver- 
halt es sich mit dem Zeichen det vorkommenden Dreiecke. 

Setzen wir jetzt für jedes der n algebraischen Flächenstücke^ 
aus denen F sich zusammensetzt i den betreffenden analytischen 
Ausdruck, so ergiebt sich nach erfolgter Herausziehung des alle« 
Gliedern gemeinschaftlichen Factors j^sina 

F = I sin a I (y, + y ,) (o?, — a?J + (y» + y,) {x^ —x^) 

+ (i^4 + ys) (»4 — a?3) + 

-h (jüi + s^i)(«i, — tD»^!) + (y, + y«) (a?4 —Xn)\ 
and es erhellt lekht, wie »aa aus dem ersten Terra der Klaai- 
mer alle naditBigendea sich bilden kann durch sucoeseive Er^ 
liöimng der Indices um 1. Hieriiei muss man als den auf deii 
lodei • folgenden Indes die Zahl 1 annehmen. Fährt man diö 
Multiplicttlios ans, so redneirt sich die Zahl der re^altirendifen 
Terme aaci die HHfte, indem die eine HäKte au^ sich paarweise 
BMt «niiiegängesetEten Vorzeichen wiederhoiendeH Productett bt^ 
siciit , nnd es koümt 

F«: 4dirtttj(y,flTj— yja?i) + (yjrüi— yaÄ?a) + (y3»4— y«%) 

4- + (y»-ia?n — y»a;n-i) + (y»fl?i —p^ a?n>|. 

Jede der beiden vorstehenden Formeln giebt den g^sucht^n Flä- 
cheninhalt, -indem man sich den Umlang des Polygones in dem 

Sinne von P, über Pj , P3 , Pn-i , Pn bis nach P, zurück 

durchlaufen denkt, und dieser Bewegung, vermöge deren der Um- 
fang des Polygones als beschrieben gedacht werden kann, entspricht 



1 
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ein bestimmtes Vorzeidien seines Flächeninhaltes. Denkt man 

I 

sich den Umfang des Polygones in dem entgegengesetzten Sinne 
beschrieben, welcher der Ordnung P|P«Pa-.iF»-4.... seiner Eck- 
puncte entspricht, so bekommt der Ausdruck für seine Fläche das 
entgegengesetzte Zeichen. Es wird nämlich dann 

F = |sina|yia^— yi,a?i) + (y«a?M-i— y»-i »«) + .... I 
Die vorstehenden Formeln finden ohne alle Einschränkung 
Anwendung: nur ist wohl zu bemerken, dass dasjenige, was sich 
geometrisch als die Fläche eines geschlossenen Polygones dar- 
steUt, nur dann durch dieselben ausgedrückt wird, wenn das 
Polygon keine sich kreuzenden Seiten enthält., Ist das Letzt^e 
der Fall, so geben sie den Flächeninhalt nur im algebraischen 
und nicht im rein geometrischen Sinne, indem je zwei durch 
eine Kreuzung entstehenden Theile des Polygones ihrem algebrai- 
sdien Werthe nach als entgegengesetzte Grössen in den Flächen- 
ausdruck eingehen. Will man in einem solchen Falle die Fläche 
im rein geometrischen Sinne berechnen, so bestimme man sich 
nach einer Methode, die wir später auseinander setzen werden, 
die Coordiuaten der Kreuzungspuncte und betrachte jeden solchen 
Punct als einen neu hinzutretenden Eckpunct des Polygones. 

Es ist gleichgültig, von welchem Eckpuncte aus man sich 
den Umfang des Polygones durchlaufen denkt: denn die Wahl 
eines bestimmten Eckpunctes bestimmt eben nur den Anfangsterm, 
aus welchem durch successive Erhöhung der Indices schliesslich 
doch immer dieselben n Terme hervorgehen, entweder alle mit 
demselben Vorzeichen wie in irgend einem bestimmten Special- 
falle, oder alle mit entgegengesetztem. Die Summe sämmtUcher 
fi Terme bleibt, absolut genommen , in allen Fällen die nämliche. 
In den beiden letzten Paragraphen ist im Wesentlichen alles, 
was die analytische Geometrie aus den Elementen der Trigonome- 
trie und Planimetrie her bedarf, in die für den Gebrauch der Ana- 
lysis geeignete Form gebracht : die analytische Geometrie der Ebene 
kann von jetzt ab als eine verhältnissmässig selbstständige Wissen- 
Schaft gelten. 



Abschnitt II« 

Theorie der geraden Liniet 



§. 6. 
Von der Gleichung der «geraden Linie. 

1. In dem Vorhergehenden ist dargethan, dass, wenn^|,fl7 
und ys , x^ die Coordinaten zweier beliebigen Puncte P^ und P, 
bezeichnen und ß den Winkel (I, o;), welchen die durch diese 
Puncte bestimmte Gerade I mit der Axe der x einschliesst, die 

Gleichung (1) ^^~^^ = ^'"<^ =^ »injl, x) 

^ Xi — a?2 8in(a — ß) sin(y, l) 

besteht, wie auch die Puncte P| und P^ auf dieser Geraden lie- 
gen mögen. Nehmen wir diese beiden Puncte auf einer unverän- 
derlichen und festbestimmten Geraden an, so ist die Winkelgrosse 
ß unveränderlich und in eindeutiger Weise bestimmt, weil sie den 
concaven Winkel ausdrückt, welchen die gegebene Gerade im posi- 
tiven Sinne des Fortganges auf ihr genommen mit der Richtung 
der positiven x einschliesst. Femer möge der Punct P| als fest 
und unveränderlich auf der gewählten Geraden angenommen wer- 
den, der andere Punct P^ . dagegen alle nur möglichen Lagen 
auf ihr nach und nach einnehmen und zum bessern Ausdrucke 
seiner Veränderlichkeit durch P, sowie seine Coordinaten durch 
jf, X bezeichnet werden. Dies vorausgesetzt bekommen wir an 
Stelle der vorhergehenden die Gleichung 

y— y, _ sin/9 



(2) 



a? — ar, sin(a — ß) 



oder (3) y— y. — /'"^ {x — x.l 
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als gültig f&r jedes System von Werthen der y,x, welches sich 
auf einen Punct unserer Geraden bezieht. Umgekehrt verliert die 
Gleichung ihre Gültigkeit , sobald der Punct P oder {y,x) ausser- 
halb derselben zu liegen kommt. Denn der Quotient — — ^^ 

drückt das Verhältniss der beiden Projectionen aus, welche irgend 
eine zvirischen dem festen Puncte (yt,a?|) und dem unbestimmten 
Puncte {y, x) unser«* Geraden I genommene Strecke auf den bei- 
den Axen bildet, und dieses Verhältniss, wie wir gesehen haben, 
bestimmt in eindMSglrWt^Ue denWlokel ß. Wenn also der Punct 
(y, 0?)' nicht' auf unserer Geraden liegen sollte, so schliesst die 
Verbindende FP| einen gleichMs zwischen und tt enthalteneu, 
aber von ß verschiedenen Winkel, etwa ß\ mit der Richtung der 

X ein und der Werth des QuotieAlea ^ — ^ ist gleich -,- ^ , , 

X """• X j sin \ff '^ p ) 

welches inödfitiäi^ äine von . / ^ ^, verschiedene Grösse ist. 

^ sm(a — ß) 

Denn wären bm4k ^hWtt, ^ vrünle fitgent stnj9'«iii((x-^/}) — 
8fti/fsin(c{^{f) ti± und hiferdttft Mch ]«icb(er Citifbntfttng: sino 
miß' — ß) :=^ 0, eioe Gleidiukig, der wdder duMi AnnullaCion 
4te ersteti, noch de« zweiten Factors^ Genüge gesbliebeti 'kafift. 
Der erste 'fWtor kann sich nicht annuHiren, weil er eine zwischen 
und 7t Enthaltene Wtnkelf^se beaeidinet, die keiner dieser 
Grenzen ^idi sein darf, der zweite ebensoweilig, weil wir die 
Winkel ß' und ß als verscbMkfi, positiv und beide kleitier als n 
voraussetzen. Also, wenn dw Punct ( j^, x) kein Puftct der Gera- 
den t ist, so ist der Werth des Quotienten - — — von . . ^ ^ 

»— Ä| 8m(a— ^ 

verschieden und die Coordinal^n y,a? können der Gleichung (3) 
in keiner Weise Gejiuge leisten; dagegen geschieht dieser Glei- 
chung beständig Geniuge, wenn x und y die Coovdinaten eines 
auf der Geraden l enthaltenen Panctes bezeichnen. Ako ArwM 
die Gleichung (3) »eine Aelation dua, welcher nur Puncte dar Ge^ 
raden l Genüge leisten und sie faeisst dengfmäBS die Gleichung 
der Geraden L Näher folgi das Thsorem: 

Die Gleichung einer germMt Zikte» mekhe iar^ mmtt fmM 
Punct (yxiXj geht nind mit der Am% der x einen gegebenen 
Winkel ß einschHesit ^ d h. welche durth einen Punct und ihre 
Richtung gegeben ist, hat die Form (3) 
oder auch : 
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ihr tiamitN$6käOrt alkt Punete, f$€kke Mn &mem fettem Piinele 
aus durch den Fori§a$ig in einer bestimmten Riehttm^ erhüüen 
werden, ist eine dureh die Gkiekung (3) a/usgedrüekte Serade. 

!{. Di6 Gleiehungen (1) uml (2) gdten för jedes System 
tM #81 auf der Geradeli enthaltenen Punclen {y, o?), (y^, is^) 
ttirf iy^iX^), vml deoen wir uns den ersten ale ?erimteriieh, die 
beiden ietsten als fest denken können« Nun foig:t an« Minen 

y^y< ^ ya— yi 

oder (4) y—y, = ^^^^' (a?-a?i) 

oder endlich (5) y :^ ^^^^^ a; + 9i^^-9t^i 

Die Gieiehvng (4) oder (5)drftckt deragemäss diejenige 
Gerade ans, welche durch zwei gegebene Puncte 
(^1*^1) nnd (y,,«)) faindarobgeht 

Nehmen wir speciell an^ der eine feste Punct (3^29^2) ^^^'^ 
mit dem AnfAngsfyuncte der CSoerdineten zusammen, so Ibigl 
y, *» 0, 0^2 =" ^ ^^^^ ^^^ Gltiiehung (5) geht über in die fol- 
gende: (6) y=z ^a?, 

welohe mithin die deu Radius vector des Pnnctes 
(tfif^i) enthaltende Gerade ausdruckt. 

Wir wollen weiter annehmen, der eine gegebene Punct 
(^29^2) li^S® ^^^ der Ordinatena)Ke und habe eine Ordinate y2 = b, 
der andere gegebene Punct (yi«fl>i) dagegen auf der Abscissen- 
itte Und habe die Absdsee a9| ee «, so hat man ausserdem 
^1 ^ Of Vi ^0 und die GIMchung (&) gdit nach leichter Um^ 
foranmg über in di« Gteiohung 

(7) M^ ^ Jü ^ i oder ay-^-bx = ab ; 

dieselbe drückt eine Gerade aus, welche von der Or- 
dinatenaxe ein Stück nach Grösse und Vorzeichen 
gleich h und von der Abscissenaxe ein Stück nach 
Grösse und Vorzeichen gleich a abschneidet. 

3w Die allgemeine Gleichung ersten Grades zwi- 
eehefl den Veränderlichen y und Xr welche nothweiidig un- 
ÄrdsrFbrm <8) 4y4-Ä:» + C=0 

^Mk^ drüekt eiffe b^siimmte Gerade aus und faeiast 
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aus diesem Grunde auch eine lineare Gleichung zwi- 
schen den genannten Veränderlichen. 

Um dieses darzuthun, bemerken wir, dass, wenn etwa aus- 
nahmsweise entweder ii =: oder B = sein sollte, das in 
Rede stehende Theorem bereits in f. 1. bewiesen worden ist: 
denn alsdann drückt die Gleichung (8) eine Parallele mit einer 
der Coordinatenaxen aus. Sind Ä und B beide von Null verschie- 
den, so kann dieselbe immer auf die Form 

(9) y = aa? + 6 
gebracht werden, welche wir die reducirte Form der all- 
gemeinen linearen Gleichung nennen. Unter dar Reihe der 
unendlich vielen Puncte, deren Coordinaten diese Gleichung (9) 
befriedigen, gehötl derjenige specielle Punct auf der Axe der y, 
dessen Ordinate gleich ( ist und wir können den festen in der 
Gleichung (3) vorkommenden Punct (2^|,a?|), dessen Wahl will- 
kürlich ist, mit dem eben genannten identiliciren , so dass wir 

yi = ft, a?i = 
haben. Dadurch geht die Gleichung (3) über in die Gleichung 

(10) y = . f "^ ^, 0? + 6, 

welche eine Gerade ausdrückt,^ die von der Ordinatenaxe ein Stück 
gleich 5 abschneidet und mit der Richtung der x einen Winkel 
gleich ß einschliesst. Nun werden die Gleichungen (9) und (10) 
identisch, wenn man setzt 

(11) -r-7 — ^^-^ = ö, 

^ sin(a — ß) 

eine Bedingungsgleichung, vermöge welcher ß immer einen reellen 
und in eindeutiger Weise bestimmbaren Werth bekommt, sobald 
man diese Winkelgrösse als positiv und kleiner als 7t betraditet 
(vgl. die Gleichung (16) in §.4.). Folglich drückt auch die 
Gleichung (9) eine Gerade aus, nämlich diejenige spe- 
cielle Gerade, die mit der Axe der x einen durch die 
Gleichung (11) bestimmten Winkel ß einschliesst und 

von der Ordinatenaxe ein Stück gleich b abschneidet. 

/% 

Zu gleicher Zeit sieht man ein , warum früher die Grösse — r-7 — ^-^ 
^ sm(a — ß) 

oder a von uns der Richtungscoefficient der Gera- 
den l genannt ist: sie stellt sich nämlich dar als der Coeffi- 
cient der Veränderlichen x in der reducirten Form der die Gerade 
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l ausdrfickeBden Gleichung zwischen x und y und von ihrem alge- 
braischen Zahlenwerthe hängt der die Richtung der Geraden l be- 
stimmende Winkel ß ab. 

Die Gleichung einer Geraden, die durch den Anfangspunct 
der Coordinalen geht, hat die Form 

(12) y =: ax 
und die Gleichung einer Geraden, die von der Abscissenaxe ein 
gegebenes Stuck c abschneidet, ist 

(13) y = a(x—c), a = . f"^ .. . 
^ ^ sm(a — ß) 

Was die Transformation der allgemeinen Form (8) in die 

Form (9) anlangt, so scheint dieselbe unthunlich in dem Falle 

i rs 0. Indessen hat man dann nur nöthig b =^ — ac und 

tt = cx) = -jT zu setzen. Dadurch geht (9) über in y = — (o? — c), 

woher x — c = erhellt und diese Gleichung wird mit (8) iden- 

tisch, sobald man c = ^ aimimmt. In diesem Falle ist also 

der Richtungscoefficient unserer Geraden gleich cx), d.h. es ist 

-r— — ^—rr- = --r- odcr sinf« — ß) = 0, mithin Ä = a, d. h. 
sm(a — ß) ü \ r/ r 

die in Rede stehende Gerade macht mit der Axe der x denselben 
Winkel wie die Ordinaienaxe und ist also, wie es sein muss, die- 
ser letzteren parallel. 

Die Gleichung (9) hängt einerseits von den Constanten a 
und ( ab, welche Parameter der Geraden oder auch der linea- 
ren Function ax + b heissen, und andererseits von den Yeränder- 
liehen y und x. Indem wir die letzteren alle mögUchen Werthe 
durchlaufen lassen, welche für dieselben fixen Zahlenwerthe von a 
und b der Gleichung (9) Genüge leisten, heissen sie auch wohl 
die laufenden Coordinaten der Geraden l und analog ver- 
steht man überhaupt unter den laufenden Coordinaten einer Curve 
solche unbestimmte und demzufolge veränderliche Coordinaten- 
werthe y und x, welche ihrer Gleichung Genüge leisten. Die lau- 
fenden Coordinaten variiren daher auf derselben Geraden oder 
Curve von Punct zu Punct, die Parameter a und b dagegen va- 
riier von emer Geraden oder Curve zur anderen , d« h. in unse- 
rem Falle: jeder speciellen Wahl der willkürUchen Constanten a 
und b entspricht eine specielle Gerade. Bezeichnen wir die ver- 
schiedenen speciellen Werthsysteme von a und b durch a^ und 
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speeieHen GeratfeR {|, Js« ^ ®^<^m deren 61ei«hiiiigen pespectiv« 

ik) y = «2»+*2, 



Bind. Hierbei ist abep wohl zu beaehten, dass die WerthsyistenM, 
welche die laufenden Coordinaten y und x der Reihe neeh reprg- 
sentiren, für jede .Gerade ein^ be^ond^re Reihp bild^p, ähulich wie 
Ja auch die Reihen Ton Puncten , welche die einzelnen Geraden zu- 
sammensetzen , unter einander gesondert und abgetrennt sind. Die 
vorstehenden Gleichungen dürfen also nicht als gleichzeitige ge- 
dacht werden, ausser wenn dies, ausdrücklich gesagt wird: alsdann 
boren aber y und x auf laufeade CoordinateB eu bezeichnen uod 
bestin)men vielmehr diejenigen speciellen Coordinatenwert|ie ^i wenn 
anders deren Bestimmung möglich ist, welche alle genannten Glei- 
chungen zugleich befriedigen » d. h. sie drücken denjenigen Punct 
aus, wenn es einen solohen giabt, weleber den fierftden li^ 1%, k^ 
. . » . gemeinschaftlich ist. D<| durch 2 Gleichungen zwisehen y 
und X diese Grössen vollständig bestimmt sind, so ist ersiehtlieh, 
dass je zwei Gerade einen Durekscbnitl besitscn. Dagegen schon 
drei Gerade werden, weil sie im Allgemeiiieii ein Dreieck hestkn- 
men, sich nur in speciellen Fällen in einem eiDzigepPtmcCe 4urdi- 
sehoeiden können. 

4. Die Gieiehung (S) der Geraden l ist weiter »iohts als 
der verallgemeinerte analytische Ausdruck des Theoromes* dsss 
sidk die Seiten eines Dt'eieokes wie die Sinus der Gegenwiinkel ver- 
halten -^ ein Zusammenhäng, der unmittelbar hervortritt, ^wein 
wir ihr die Form geben 

(14) (y— yi)sin(y,i) « (ä?— »^)sin(i,»). 
Gleichmdssig lassen alle ihrigen Gleickuiigsfornien der Geradem l 
eine geometrische D^Kufig »u. Sei, um z. B. 4iie Gleichttiig (7) 
geometrisch zu deuten , die Gerade l in Fig. 16. daitgsstieUt durch 
MM* und, indem P einen beliebigen P«not (y,«) derselben be- 
zeichnet, veo P aus PBd[ZOX und PAB:!POV gezogen, ferner 
€rF:tOY und von D aus BFBt^OX. Alsdann ist naeh Grösse 
und Veraeichen AP :c= y xn CG, OA ^ x 

OC =:^ m, OD tm b 
und die <jileichung (7) geht über in 
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^ÄP OA 

OD ■*■ Ot' '" • 
dkr, wann mdm berüeksichtigt, dMs OD 0= — DO vm4 0O in 
unserer Figur wesentlich positiv ist, tbenso wie AF^ OA, OC 

DO ^ OC 
HierMis folgt OA . DO— AP . OC as: OC . DO uod 
OA . DO üaa — OC . DO sin« ^b^ CG . OC slna. 

Jedes Glied dieser Gleichung drückt den Flächeninhalt eines Paral- 
lelogramms aus und unsere Gleichung geht auf diese Weise liher 
in die folgende: OE—OF== OG oder AF = OG 
d. h. wir kommen auf das bekannte planimetrische Theoren) zurück, 
dass zwei sogenannte complementare Parallelogram- 
me gleichen Flächeninhalt haben. 

Wir können die Gleichung einer Geraden in einCaqber Vfme 
auch noch, wie folgt, herleiten. Es seien die i^ejdßn Puncte 
(^> a?t) tind fya, x^) gegeben uud t^, Xz die Coordinaten ir- 
gend eines dritten Punctes. Diese drei Puncte bestimmen in allen 
Fällen, wo der dritte ausserhalb der die beiden ersten Verbinden- 
den l zu liegen kommt, ein Dreieck, desseii Fläcbe nach dem vo- 
rigen Paragraphen ausgedrückt ist durch die Formel: 

|sina|(y,a?2— y,a;4) + (y2a?3 — y3a?2) + (y3a?t^yi^3)| = f. 
Denken wir uns nun den Punct {yz^x^) der Geraden l mehr und 

mehr genähert, so wird die GrosA^ F %\t\i nothwendig mehr und 
mehr verkleinern, un,d schliesslich, wenn der Pupcl (^a« ^z'i 
geradezu in die Gerade hineinßdll, so bekommen wir ein Dreieck 
mit einer Spitze, welche in die Richtung der Grundlinie hinein- 
fallt, und der Flächeninhalt eines solchen Dreieckes ist geradezu 
eipe vQrscbiirifidepdp Grösse oder der Niii) gleich. Indem wir 
diesen Fall annehmen, seien y, x die Coordinaten desjenigen un- 
bestimmt gelas^Aen Pun<ites der l, mit welebem der Ptnct (^g, x^) 
in m» 2U99n^i||^n^|t; alsdann bekomnaeu wir duroh ibe Sobsli- 
tution von an Stelle von F, sowie von yv a? an Stelle von y^, Wg 
di^ GieiGb^ng; 

y^^2—y^x^+y2X—yx2+yx^'-y^x^ 
oder y(a?,— a%) = <»(Sfi— y|) + (ysyi— ^40^2), 
Welche erakhtUch als mit der Gleichung (5) identisch betraditet 
werdia d«£ 
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Endlich kann man die Gteidiung einer Geraden, die zwei ge- 
gebene Puncte P| und Pj verbindet und von welcher P einen 
willkürlichen Punct bezeichnet, auch noch erhalten, indem man 
von der allgemein gültigen Relation 

PP^+P,P^ =^ PP^ 
ausgeht, für die Ausdrücke PPj , PjFj, PPf ihre (aus §.2. un- 
ter 1. folgenden) Ausdrücke einsetzt und die derartig entstehende 
Gleichung von allen Wurzelzeichen befreit Das Resultat ist gleich- 
falls eine mit (5) identische Gleichung. Was die Einzelheiten der 
Rechnung selbst anlangt, so quadriren wir zunächst die mit der 
vorhergeh enden identische Gleichung: 

± /(yi— y)^ ■h2(y|— y)(agA— a;)cos«-f (a?|— a;)' 

±V( y2— yt)' + ^(y>—yt)(^» — a?i)cosa + (a;,-^a?t )* 
= ±V(y2 — y)* + 2(y2-y)(a?2— a;)cosa + (a;, — a?)* 
und erhalten, wenn wir links blos das doppelte Product behalten 
und nach erfolgter Zusammenziehung durch 2 dividiren: 

±V (yi— y)* + 2(yi— y)(a?t— a?)cos« + (a?t— 0?)* 
V(y« — yt)*+2(ya— y4)(a?, — a?i)co8a + (a;2— a?i)* 

= (yi— y)j(y2— yi) + (^2— a?i)cosaj 

+ (a7i— a?)j(yi— yt)cosa + (a?,— a?i)}. 
Bemerken wir jetzt, dass die identische Gleichung 

[(yi— y)}(ys — yi) + (a?i — a?i)cosaj 

+ (x^—x)\(yt — yi)cosa + {xt—Xi)\] 

— I (yi — y)* + 2(yi — y) (a?i — x) cos a + (a?i — a?)*| 
l<yj — yi)^ + 2(y2— yi)(a?j — a?i)cosa -f (a?,— a?|)2| 

— sincf^l (y, — y) (a?,_a?i) — (a?i— a?)(y,— y,)| 

gilt, so folgt durch Quadrirung der vorhergehenden Gleichung und 
einfache Transposition 

(yi— y)(^2"-a?i) — (a?i — a:)(y2— yi) = 0, 
eine Gleichung, die ohne Schwierigkeit als mit der Gleichung (5) 
übereinstimmend erkannt wird. 

5. Die Gleichung irgend einer Geraden { in aUgemeinster 
Form sei 

ßt) Ay + Bx + C :=^ 
und F, X die Coordinaten eines speciellen , aber willkürlich in der , 
Ebene angenommenen PuncStes. Alsdann wird der Ausdruck 
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(15) AY + BX+C= X^''"4^ + t) "= *(4''+^+t) 
verschwinden, sobald der Punct (Y,X) auf der Geraden { selbst 
liegt, dagegen einen von verschiedenen Werth annehmen, wenn 
der PuDct (Yj X) ausserhalb der Geraden { fallt. Die Frage liegt 
nahe, welches die geometrische Bedeutung des Ausdruckes (15) 
in dem letzteren Falle sei. 

Es sei (cf. Fig. 17) ÄP = X und iP = OÄ = F, also 
P der specielle Punct (Y^ X). Ferner denken wir uns die Gerade 
I verlängert, bis sie die nöthigenfalls gleichfalls verlängerten Co- 
ordinaten AP und BP respective in P' und P'' durchschneidet 
Alsdann stellen P' und P'' zwei specielle Puncte der Geraden l 
dar, von welchem der erste die Coordinaten x ^ OA =^ BP = X 
und y = AP\ der zweite die Coordinaten x =s BP*' und y = 
OB ^ AP =z Y hat. Beide Systeme von Coordinatenwerthen 
müssen, für y und x in die Gleichung (14) eingesetzt, derselben 
Genüge leisten. Dadurch erhalten wir 

A.AP' + ».X+C= und >4F + Ä. ÄP" + C = 0, 

wober -AP' = Aj + f, -BP'' = jF + -J. 

Nun hat man aber für jede beliebige Figur 

Y—AP' = PT, X— ÄP" = —PP'' = P'T, 

mithin folgt, wenn man für — AP' und — BP" ihre eben auf- 
gestellten Werthe substituirt, 

(16) PT=:F + ^X + ^ 

und (17) P''P = ^F + X + -|-, 

d. h. man erhalt das Theorem : 

Der Abstand eines heliehigen Punctes (Y, X) von einer beliebig 
in der Ebene gelegenen und durch die Gleichung (14) bestimm- 
ten Geraden, voirdy je nachdem er parallel mit der Axe der y 

oder mit der Axe der x genommen wird, nach Grösse und Vor- 

B C 

zeichen dargestellt durch den Ausdruck Y + -rX + — oder 
A C A A 

-^F+ X + -=r, d. h. man muss, um diesen Ausdruck zu bil- 

den, an Stelle der laufenden Coordinaten y und x in der auf 
Null gebrachten Gleichung (14) unserer Geraden die speciellen 
Sehman, L 6 
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Y und X treten lasten und den dergestalt linker Band gewon- 
nenen Ausdruck durch A oder B dividiren. 
Der gegebene Punct ist hierbei immer als der Endpuact der zu 
bestimmenden * Strecke anzusehen, so dass derselbe als erzeugt 
vorgestellt wird durch Bewegung des auf der Geraden { befindli- 
chen Punctes P' oder P" nach dem gegebenen Puucte f hin. — 
Zu Folge der Gleichungen (15) und (16) ergiebt sich poch 

(18) 4F+ ÄX + C = 1 . PT = Ä . P*'P, 
d.h. der Ausdruck iF+BX + C stellt nach Grösse und 
Vorzeichen ein bestimmtes Vielfaches! des im Sinne 
einer Coordinatenaxe gemessenen Abstandes dar, in 
welchem sich der Punct (Y,X) von der Geraden { be- 
findet. 

Wenn A eine positive Zahlengrösse ausdrückt, so ist hier- 
naeh der Ausdruck (15) 

AY^-BX+C 

positiv oder gleich Null oder negativ, je nachdem der Punct f 
auf der positiven Seite der Geraden h oder auf ihr selbst, oder 
auf ihrer negativen Seite sich befindet; wenn A eine ' negatiye 
Grösse ausdrückt, so ist derselbe Ausdruck positiv oder gleich 
oder negativ , je nachdem der Punct P auf der negativen Seite der 
Geraden 2, oder auf ihr selbst, oder auf ihrer positiven Seite 
sich befindet. 

§. 7. 
Durclisclimttepuiict und Winkel zweier Geraden* 

J. DurcbsQhnitt jsweier Geraden. 

Es mögen zwei beliebige Gerade { und V dargestellt w^rd^ 
durch die Gleichungen 

(0 iy + Ba? + C = 

(O A'y + Vx + C = 0; 

ferner mögen y^^ x* die speciellen Coordinaten ihres Purchschnitts- 
punctes bezeichnen. Dieselben müssen, in Stelle der laufenden 
oder allgemeinen Coordinaten eingesetzt, beiden Gleichnngea Ge- 
Bige leialen, weil der Punct (jf' a;^ • sowohl der Gerade /, wie 
der Geraden V angehört. Mithin folgen die beiden gleichzeitigen 
Gleichungen 
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n\ Uy' + Bx^^C = 
^^ (Ay + B'iD' + C = 0. 
aus denen sich die gesuchten Coordinatenwerthe des Durchschnitts- 
punctes ig\ (dO , wie folgt , ergeben : 

ro\ ^_ BC'—B'C , __ AC* — A*C 
^^^ ^ ~ AB* — A*B ' ^ "~ AB*—A'B ' 
Unter den besondern Fällen hebt sich besonders einer hervor, 
näffliich derjenige, in welchem der beiden Coordinatenwerthen ge- 
meinschaftliche Nenner verschwindet und mithin in der Voraus- 
setzung, dass beide Zähler endliche von verschiedene Werthe 
haben, y = oo, a?' = oo folgt Der Punot iy\ a?0 liegt 
alsdann in nnendlicher Entfernung vom Anfangs- 
puncte, d.h. di« beiden Geraden, die sich in ihm durde 
schneiden, sind parallel. Dies erhellt sowohl geometrisch, 
durch eine sehr einfache Grenzbetrachtung, wie auch analytisch. 
Nämlich die Bedingungsgleichung 

(3) iB'— i'fi = oder — -^ = — ^ 

drückt ersichtlich die Gleichheit der beiden auf die Geraden { und 
frespective bezüglichen RichtungscoeflTicienten aus und diese Gleich- 
heit bat die Gleichheit der beiden Winkel ß und ß* zu Folge, welche 
sie respective mit der Richtung der positiven x einschliessen : aus 
der letzteren folgt aus planimetrischen Gruaden die Parallelität der 
beiden Geraden l und V. 

Um eine Uebersicht der bemerkenswerthesten Specialfalle zu 
geben, wollen vrä zuerst annehmen, dass von den drei Aus- 
drücken JBC — Ä'(7 , iC" - A!C, AB* — i'B, 
von denen die Coordinatenwerthe ji' und x* abhängen , jeder der 
Reihe nach yerschwinde, während die beiden anderen endliche von 
verschiedene Zahlenwerthe erhalten. 

Wenn BC'—VC sich annuUirt, so folgt ^ = d.h. der 
DurchschnitUpunct ist ein Punct d^ Abscissenaxe und det end- 
liche Werth von x^ giebt an, in welchem- Puncto der Abscissen^ 
axe unsere beiden Geraden zusammentreffen. 

Wenn AC* — A'C sich annuUirt, so folgt o;' => 0, d. h. der 
Dorchschnittspunct ist ein Punct der Ordinatenaxe und der end- 
liche Werth von yf giebt an, in welchem Puncte der Ordinatenajie 
unsere beiden Geraden zusammentreffen. 

Wenn AB' — A'B = 0, so ist der Durchschnittspunct, wie 

6* 
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wir bereits gesehen haben, unendlich weit vom Anfangspuncte der 
Coordinaten entfernt und die beiden Geraden l und V sind einan- 
der parallel. 

Verschwinden endlich irgend zwei der genannten Ausdrücke 
zu gleicher Zeit, so verschwindet aiich der dritte und die Aus- 
drücke für y' und x* kommen beide auf die Form -^. Da maß 

alsdann hat Ä' _ B' _ C 

A '^ B C' 

so folgt, wenn man den gemeinschaftlichen Werth dieser drei Quo- 
tienten mit k bezeichnet, 

A' = Ak, B' = Bk, C ^ Ck 
und es erhellt, dass alleCoordinatenwerthe, welche die Gleichung 

Ay + Bx + C — 
befriedigen, auch der Gleichung 

Aky + Bkx-\'Ck = oder A'y + Ä'o; + C = 
Genüge leisten. Demzufolge drücken beide Gleichungen ein und 
dieselbe Gerade aus und, wenn von dem Durchschnittspuncte 
zweier solcher in eine zusammenfallender Geraden überhaupt die 
Rede sein soll, so muss jeder beliebige ihnen angehörige Punct 
als solcher betrachtet werden. Er ist also eine wirklich unbe- 
stimmte Grösse und die Analysis, die seine Coordinatenwerthe un- 
ter unbestimmter Form erscheinen lässt, kann diese Unbestimmt- 
heit nicht beseitigen, wie anderwärts, wo das Unbestimmte nur 
in der Form und nicht in der Sache selber liegt. 

Aus der vorstehenden Entwickelung erhellt, dass die beides 
Geraden l und l' parallel sind, sobald die Relation 

(4) ^~ = ^ 
^^ A A* 

besteht Endlich ergiebt sich 

(5) y— y = a(»— a?0 
als die Gleichung einer Geraden, welche durch einen 
gegebenen Punct (y'yX*) geht und mit einer anderen 
durch die Gleichung y =^ ax + h gegebenen Gera- 
den parallel läuft. Denn die Parallelität setzt die Gleichheit 
der Richtungscoefßcienten voraus und wenn also die Coordinaten 
y, X irgend einem unbestimmten Puncto der gesuchten Parallelen 
angehören (d.h. laufende sind), so müssen die Axenprojectionen 
der zwischen den Puncten (y, x) und (y', x^ auf ihr enthaltenen 
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Strecke ein Veiliältiiiss zu einander haben, dessen Werth durch 

den Bichtungscoefficienten a gemessen wird. Also folgt -^ — ^ 

= a und hieraus ergiebt sich die Gleichung (5) der gesuchten 
Parallelen. 

2) Winkel zweier Geraden. 

Es seien die beiden Geraden / und V durch ihre Gleichun- 
gen in reducirter Form gegeben, nämlich 

(0 y = aa? + 6 
und (/') y = a'a? + 6'; 

dann sind a und a' die Richtungscoeflicienten'* dieser Geraden und 
man hat, wenn ß und /?', wie gewöhnlich die von ihnen mit der 
Aie der x gebildeten Winkel bezeichnen: 

^ sin/S f sin/g^ 

^ ~ siu(a— /?)' ^ ~ sin(a— /SO ' 
woher in bekannter Weise folgt 

i o * ri \ asina ^ ^ . /,i v a'sina 

'«^ = *8^^' ^^ = l + acos« ' "^^ = »8^' ' '^> = rMWi- 
Nun ist zu Folge der Definition im §.1. 

W,l) = tgj(r.a;)-(U)t =- *«^-^) = -M^TO^' 
also erhält man, wenn man der Kürze halber den Winkel {l\l) 
mit d bezeichnet und nach Substitution der Werthe von tg/?' und 
tgj? in gehöriger Weise zusammenzieht: 

oder auch (7) tg(UO = , A^T^""..! - 

° aa' H-(a + aOcosa+ 1 

Da der Winkel (/', l) zwischen den Grenzen — ^ und 4"^ 
enthallen sein kann, to ist seine Bestimmung vermöge der For- 
mel (6) eine zweideutige. Denn es existiren im Allgemeinen im- 
mer zwei dem Vorzeichen nach entgegengesetzte Winkel, einer 
^piti und einer stumpf, deren trigonometrische Tangenten nach 
Grösse und Vorzeichen durch die rechte Seite dieser Formel aus- 
gedrückt sind. Zur Beseitigung dieser Zweideutigkeit muss man 
den Sinus und Cosinus des in Frage stehenden Winkels gleichzei- 
tig in Betracht ziehen. Nun hat man 

sin(r, /) s« sin(/S'— /?) = sin/9'cos/?— co8/?'sin/? 
und 
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cob(«', sr cosC/f— jff) sfa eosß'tonß+mß'Bmß; 
in diesun Formeln setze man für sin/J, cosjJ, sin/?', cos/S' ihre 
vermog« der Formeln (16) und (19) des §. 4. hervorgehenden 
Wertbe «in, nimlich 
c;«x? — j- aslncf • />/ j. a'sina 



Vi +2acosa -f- a^ "^ V* +2a'cosa+a'* 

^ne/? j- 1+acosa -, , l+ö'cosa 

cosp = ji . s-., COS/?'ä + 



Vl + 2acosa + a2 ' ~ Vi + 2a' cos a+a'*' 

alsdann erhält man bei gehöriger Berücksichtigung der vier Be- 
treffs des Vorzeichens von a und a' möglichen Fälle schliesslicb 
die Formeln: 

/Q\ «;« ^ • /n w\ _L (ö' — a)sina 

(ö) sm = sm (r, ^ 4-^ , ' " i ^ 



Vl+2a'co8a+a'2Vl+2acosa+a* 
und 

(9) "-^-^ r ') - ± . l+(«'+a)cosa+aa^ 

V 1 + 2#'cosa -t- a'^ vH-2äcosa+a* 
wo diB oberen oder unteren Torzdehen gelten, je nachdem die 
Richtungscoefficienten a und ^ übereinstimmende 
oder entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Um zu sehen , dass diese Formelki zur Bestimmung des Win- 
Ms (l\ l) ansreicheo, woUen wir beispielweise den Werth der 
irechtea Seite in (8) fär irgend zwei Specialwerthe von a' und a 
als negativ anqehmen: wir erhalten zwei oegati^o Winkel, einen 
spitz und einen stumpf, deren Sinus dieser negativen Werthzahi 
gleich ist. J« nachdem nun der Werth der rechten Seite der Fo^ 
mel (9) positiv oder negativ ist, muss man die Winkelgrösse 
il\ Z) entweder mit dem negativen spitzen oder dem negativen 
stuttpfen Winkel identificiren. 

Der Ausdruck sin<) kann nur verscb winden, wenn af—ü 
gleich Null, d. fa. wenn die beiden Geraden l und V eiaandar pa- 
rallel sind. In d«r That folgt für gleiche Werthe von a und a' 
gind =^ 0, woher d == 0, d. h« die beiden Linien bilden einen 
WiflJ^el gleich 0, wie e^, wenn man den Winkel als den Rich- 
iuogsi^nlierscbied seither Schenkel definirt, bei parallelen Graden 
der Fall sein mnss^ 

Lassen wir den Ausdruck emd versohwflideDy sd ist die 
dazu hiÄrBichende und nethwendige Bedin'gangsgMchung 

(10) aa' + (a + aOcosa + 1=0 
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und gleichzeitig hat man ^ = +. ^ * <!• h- ^^'^ beiden Geraden l 

uod r stehen auf einander senkfecht Dies giebt das wichtige 
Theorem : 

J)t« leiden Gleiehwngen l und V stehen auf einander senkrecht, 
wenn der Bedingungsgleiehnng (10) Genüge geschieht, 

Utimittelbar hieraus folgt, dass die Gleichung einer Gera- 
den, welche durch einen gegebenen Punct (y, x*) geht 
und auf einei^ durch die Gleichung y = aX'\-h ausge- 
drückten Geraden l senkrecht steht, die Form hat 

i'^l^ / acosa + 1 . ^ 

(11) y — y' = ; ' — (x — xy 

Um das zu zeigen, nehmen wir an, die Gleichung der gesuchten 
Geraden 2' sei, indem a' nnd b' zu bestimmende Grössen be- 
zeichnen y = a'j? + 6'. 

Da nun der Pvnct (y, x^ ihr angehört, so rauss dieselbe befHe- 
digt werden durch die Substitution der speciellen Coordmaten- 
werthe ^y xf dx% Stelle der allgemeinen 

y « aV + 6' 
und, indem man diese Gleichung yqu der vorigen abzieht, erhält 
man die folgende Gleichung, welche gleichfalls die gesuchte Gerade 
l ausdrückt und aus welcher h* eliminirt ist: 

y— y = a'(x—x% 

Die Bestimmung von a* erfolgt zu Folge der Bemerkung, dass, da 

die beiden Geraden l und V auf einander senkrecht stehen, die 

Bedingungsgleichung (8) zwischen a und a* statt haben muss, und 

aus derselben zieht man 

. acosa ■+ 1 
a* = ; . 

a -f cos a 
Die Einsetzung dieses Werthes von a' in die vorhergehende Glei^ 
chung fuhrt auf die Gleichungsform (11). 

Uebrigens gestattet der Werth von a* eine bemerkenswerthe 
Umformung^ Setz! mm nlmUch an Stelle von a seines Werth 

'. ^ , so erhält man nach einigen trigonometrischen Um- 

formnngen ttc«6tf + l ^ C06/? 

a-f eosa cos(a — ß) 

und hai demgeiaast die ReUtmi 
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^12^ ' — gcoscg + 1 _ cos ß _ cosfta?) 

a + cosa **" cos(a — ß) "" cÖ8<y,0 

als identisch mit der Bedingungsgleichung (10), die den senk- 
rechten Stand zweier Geraden zu Folge hat. 

Soll der Winkel, welchen irgend eine Gerade V mit einer 
anderen l macht, allgemein gleich d sein, so ergiebt sich, indem 
man die Gleichung (6) nach a* auflöst, der Werth des auf die 
Gerade V bezuglichen Richtungscoefficienten^ nämlich 

nfi\ I — asing -{-(1 + acosa)tgrf 
~ sin«, — (a + co8a)tgd 
— asin(a-f- d) + sinj 

asind — sin(a — d) 
Demzufolge gehört die Gleichung 

/i4^ * asin(aH- <J) + sind . ,. 

^ ^ ^ asm<J— sm(a— d) ^ ^ 

einer Geralden an, welche durch den gegebenen Punct 
(^9^0 geht und mit, einer auf den Richtungscoeffi- 
cienten a bezüglichen Geraden einen Winkel Ton der 
Grösse d einschliesst. 

Nehmen wir den speciellen Fall an, in welchem die Gerade 
{ der Ordinatenaxe parallel läuft und demgemäss eine Gleichung 
von der Form x + h ^ hat, alsdann folgt, weil nur so die 
Gleichung |^ = a(2; + 6) mit der Gleichung a;-ffr = identisch 
wird, d = CO und die vorhergehende Gleichung geht zu Folge 
der Relation 

• / . iN . - i sm(a + o)H • /- . ^n 

asm(a + ^) + sm(? _ ^ ^ a sm {a + 6) 

asinrf — sin(a — d) ~ . » sin(a + rf) "~ sin<J 

^ sm o ^ 

a 

über in die einfachere 

i'i CN j sin (a + d) , /v 

Dieselbe drückt eine Gerade aus, die durch den Punct 
(y^ ^) geht und mit der Ordinatenaxe einen Winkel 
gleich d einjschliesst. Hiemach ist d = (I, y); häufig wer- 
den die mit der Axe FF^ gebildeten Winkel im Sinne der Dre- 
hung (y, genommen und dann, wie bekannt, mit y bezeichnet 
Dies vorausgesetzt ist j^ = (y, {) und daher i ae — y und ra 
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Folge dieser Bemerkung kaoB man die Gleichung der Geraden 
(15) auch, wie folgt, achreiben: 

j sin(a — y) . ^ 

3. Der Winkel zweier Geraden für den Fall eines 
rechtwinkligen Aiensystems« 

Die Resultate vereinfachen sich nicht unwesentlich. Der 

Darchschnittswinkel der beiden Geraden l und V wird bestimmt 

durch die Gleichungen 

a' — a 



(16) tgd = tgCr, l) = 



1 + aa' 



und (17) sind = sin(i', = + *' ^ 



(18) cosd = cos(Z', = ± 



aa' 



wo wiederum die oberen oder die unteren Vorzeichen gelten, je 
nachdem die Richtungscoeffidenten a und a' übereinstimmende 
oder entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Die Bedingungsgleichung zwischen den RichtungscoefBcienten 
a und a\ welche ausdrückt, dass die beiden denselben entspre- 
chenden Geraden auf einander senkrecht stehen, ist 

(19) aa' + l = 0, also a' = — ^, 

a 

d.h. der Richtungscoefficient af ist der mit entgegen- 
gesetztem Zeichen genommene reciproke Werth de 
Richtungscoefficienten a. 

Die Gleichung einer Geraden endlich, die auf einer anderen, 
deren Richtungscoefißcient a ist, senkrecht steht und durch einen 
gegebenen Puuct (}/*, af) geht, hat die Form 

(20) y_y = --L(a;-ajO, 

und wenn sie, statt auf der zweiten senkrecht zu stehen, mit der- 
selben einen Winkel gleich d einschliesst: 

• (21) y_y' = _-^i^(.-»0. 

4. Cm eine Anwendung der Vorhergehenden Principien zu 
geben, wollen wir annehmen, dass zwei Gerade V und l" mit ei- 
ner dritten l solche Winkel bilden, deren trigonometrische Tan- 
genten die Gleichung^ 



- w - 
(84) tg(r, o+tf(r', 1)^9 

befriedigen , d. h. die beiden Winkel hiben entweder ^eicfceA yhur^ 
zeichen und sind supplementarr, öder sie haben ungleiches Vor- 
zeichen und sind gleich gross. Itti letzten Falle halbirt, voraus- 
gesetzt, dass alle drei Gerade dareb einen und denselben Punct 
gehen, die Gerade l die beiden Winkel (?", V) und (—«'', — O, 
in ersten Falle dagegen halbirt sie deren Nebenwinkei {-^V, l*) 
und («", —1% 
Da man hat 



> t I ■ -i .. 



aa' + (a + a')cosa + I ' 

^^^ ''^ a«'' + (a + a")cosa + l ' 
so geht die Gleichung (22) durch die Substitution dieser aus- 
drücke über in 



a — ö' . a-^a" 



I I* 



aa' + (a + a')co8a + l ' aa" + (a + a")co8a + 1 *~ ' 
oder, wenn man nach Beseitiguag der Brüche gehörig ordnet und 
reducirt, 

(23) a2Ca'+a"+2co8a)— 2Ä(l-aV0— («'+«"+2#V'co»«)™ 0. 
Die Auflösung dieser Gleichung nach a hat zu Folge 

,^.^ a V— 1 ±>/ka" + (a' + a") cos a + 1]^ + (a'- a")* ßina» 
^ *^ "* a^4-a^^+2cosa 

^ oV^— l+V((t^^ + 2a^co8tt + l)(o^^H2tf^'<^^+I) 
*~ a' -ha" +2 cos« 

Um die Natur der beiden Werthe von a zu erforschen, bemerkett 

wir, dass man identisch hat 

ein (a-^) sin (a—/?") ' 

a +a +2.08« - -lh,(«-/JO«n(^-/?") ' 

sowie nach der ersten unter den Formeln (.19) des $. 4. . 

V—jz — TT-z =— , sin a 
a'2 •+• 2a c^a -^ l a= -f- ■■ ; ■ ■ ■ •' . •* ,. 
— sin(a — ß') 

and demgemäss 

V(a'^ + 2a' cos a + l)(a'^* + 2a" cos a + 1) 
, sin a^ ^ 

'^— sin(a— /?')sin(a— iJ"> ' 
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wo das obff« oder tmta« Yiorzeicben gilt, je iiadidem die Grössen 
«* und a" gleiches oder ungleiches Yorzeichen haben. Zu Folge 
diesor Relatioaen erfaUt der dem ob««n Verzeieb» in der For- 
mel (24) entsprei^nde Werth von a, indem dieselbe Regel das 
Veneichtn bestimmt, die folgende Form 

— 8in[«-^(/g" + />0]±8inc 
*" sin[2«-0J"+/r)] 

oder, wenn man die gehörigen Reductionen Tomimmt, und den 
Werth von a, der dem oberen Vorzeichen entspricht, durch Of 
und den Werth von a, der dem unteren Yorzeichen entspricht, 
durch ot bezeidmet: 

. ß" + ß' 

«I = 






COS 



._£l|i)- 



Ebenso efgiebt sich der dem unteren Torzeichen entsprechende 
Werth Ton a, je nachdem af und a" gleiches oder ungleiches Zei- 
eben haben, als identisch mit ai oder mit a2- Nun drückt ä^ 
eiBe Richtung aus, die ersichllrch die beiden Winkel {V\ V) und 
(— I", — V) halbirt, und a^ eine, Wie die Formel (12) dieses $. 
zeigt, auf der «i senkrechte RichtuAg, welche demgemäss die bei- 
den" Wnkel {V\ —10 und (— t^ 10 halbirt. Also folgt das 
Theorem : 
Btr anf Oie RalbirungsKnie der WtnM (lf,tf) und (—V*, —V] 
bezügliche Richtungscoefficient Ui wird durch die Formel (24) 
ottsgedr&ekt , indem das obere oder tmtere Zeichen daselbst giü, 
je nachdem die Grössen a' und tif* gleiches oder ungleiches Vor- 
zeidhen haben. Ebenso der auf die Halbirungslinie der Win- 
kel (V, — V) und (— V*y V) bezügliche Richtungscoefficient wird 
durtA dieselbe Formel (24) bestimmt j indem umgekehrt das un- 
tere oder obere Xeichen daselbst gilt, je nachdem die GrSss^ 
ot und a'* gleiches oder ungleiches Zeichen haben. 

Man kann der Formel (24) auch folgende Pof m geben : 
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^a'2 + 2a'cosa + l ~ V « ^^ + 2a" cos a + 1 



V«'^ + 2a'cosa + 1 ~ V«"* + 2a"co8a + 1 
und vermöge derselben ist es leicht die GleichungeVi der beiden 
Halbirungslinien .der Winkel, welche die Geraden V und V* mit 
einander bilden > in directer Weise anziugeben. Seien die Gleichun- 
gen von V und V* respective 

y^Q!x—V = und y — a^a? — 6" = 0, 
so drückt die Gleichung 
(25) y—ol^ — V ^ y—a**x—V[ _ ^ 



Va'2 -)- 2a'cosa + 1 "~ V«"^ + 2a"cosa + 1 
eine Gerade aus, deren RicbtungscoeiBcient mit der Grösse a der 
vorhergehenden Formel identisch ist und die auf jeden Fall auch 
den Durchschnittspunct der Geraden V und V^ enthält, weil die 
Coordinaten desselben jeden der Ausdrücke y — olm — V und 
y — a"a?— 6" zur Annullation bringen und daher die Gleichung 
(25) befriedigen. Also die Gleichung (25) stellt die bei- 
den Halbirungslinien der vier Winkel dar, welche 
zwei gegebene Gerade V und V* mit einander ein- 
schliessen und näher, wenn a! und a** gleiches Zeichen 
haben, entspricht dem oberen Zeichen die Halbirungs- 
linie der Winkel (/", V) und (— /", — /') und dem unte- 
ren Zeichen die Halbirungslinie der Winkel ( — V\ t) 
und {V\ — l*): dagegen, wenn a' und a" ungleiches Zei- 
chen haben, entspricht umgekehrt dem oberen Zei- 
chen die Halbirungslinie der letztgenannten und dem 
unteren Zeichen die Halbirungslinie der erstgenann- 
ten Winkel. 

Die Zusammensetzung der Gleichungen (25) durch Addition 
und Subtraction aus den Gleicbun&en der t und V' ist ein sehr 
bemerkenswerthes analytisches Factum , auf welches wir weiter un- 
ten zurückzukommen Gelegenheit haben werden. 

Nehmen wir in der Gleichung (23) a = an, so, fallt { in 
die Richtung der Abscissenaxe und es folgt die Relation 

(26) : a' + a" + 2a V cos« = 0, 
als die Bedingung dafür, dass die beiden Gejraden I' 
und If' mit der Abscissenaxe supplementäre Winkel 
einschliessen. Denn negativ und gleich gross können die in 
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Rede stehende» Wkikel (^, x) und {V\ x) nicht sem^ weil diesel- 
ben ihrer Definition nach wesentlich positiv sind. — Ist das Co- 
ordinateosystem rechtwinklig, so kommt diese Bedingungsgleichung 
auf die einfache Form 

(27) a" + a' = oder a" =^ — aM a --= y j . 

In ähnlicher Weise, wie die Gleichung (26) findet man die 
Gleichung (28) a'a" cos 2a 4- (a' + a") cos a + 1 = 0, 
oder für rechtwinklige Coordinaten einfacher 

(29) aV— 1 = 
als die Bedingung dafür, dass die Geraden t und t' 
complementare Winkel mit der* Abscissenaie ein- 
schliessen. 

§. 8. 

Der Abstand eines Punctes von einer Geraden. Die 

beiden Parullelen mit einer gegebenen Geraden in 

gegebenem Abstände von derselben. 

1. Von einem durch seine Coordinaten y*, xf gegebenen 
Pancte ¥* sei unter einem bestimmten Winkel d nach einer Ge- 
raden {, deren Gleichung Ton der Form 

(/) y = aa? + 6 
sei, eine Gerade gezogen.^ welche die gegebene in dem Puncto IV 
einschneide. Man soll die Länge IVV dieser Geraden 
nach Grösse und Vorzeichen bestimmen. 

Wir nehmen an, dass, indem man sich durch IV eine Pa- 
rallele mit der Axe der x gezogen denkt, beide Schenkel des 
Winkels d oberhalb dieser Parallelen sich befinden , d. h. die po- 
sitiven Strahlen der betreffenden Geraden sind. Mithin, wenn es 
nöthig sein sollte, denken wir uns V*IV über IV hinaus verlängert 
und betrachten in . jedem Falle den Winkel d als erzeugt durch 
eine Drehung des in die Richtung voniZ'P^ hineinfallenden Schen- 
kels nach dem in der Richtung von l hineinfallenden Schenkel bin; 
derselbe bt positiv oder negativ, je nachdem diese Drehung über- 
einstimmt oder nicht ä)ereinstimmt mit der den Coordinatenwin- 
kel erzeugenden Drehung, und näher, wenn die Gerade l mit der 
Abscissenaxe den Winkel ß einschliesst, zwischen den Grenzen 
— /? und n — /? enthalten, von denen die erstere erreicht wird, 
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wenn JVt'* {ü^allel mit der Abidssoiaxe Mia&llt, die jnveite da- 
gegen überhaupt nur mit unbegrenzter Annihemog erreicht wer- 
4eu kann« 

Unter diesen Voraussetzungen schliesst die Gerade, in deren 
Richtung TVP* hineinfallt, mit der Halbaxe der posiÜTen x den 
Winkel /? + ^ ein , und da dieselbe ausserdem noch den Punct P 
enthilt, so ist ihre Gleichung 

'"•'"' >-»' = j:'a%\ ^'-^ 

Die Gleichung femer der Geraden l kann umgeschrieben werden, 
wie folgt: 

und denken wir uns nun die beiden letzten Gleichungen für die 
Coordinaten des Durchschnittspunctes i7^ die wir mit rj'j ^ be- 
zeichnen, gleichzeitig eriSllt, so erhält man die Relationen 

._ / ^ siüiß + d) y_ 
"^ * sin{a~ß—d) ^^ ^ 

und V-y = . !'°^pv (r-g?0-(y-ga?^-ft)- 
' * sui (« — /?) ^"^ ' ^^ 

Aus denselben geht hervor 

^ ^ sinia-ß).mia-ß-i) ^_^_t) 

... smasmo ''^ 

^^^ , , sin(g^/?)sin( /y+d) ,j , .. 

^ • sinasmo ^ 

Nun sind xf — 5' und f/ — rj^ die Projectiouen von JT'P' auf den 
beiden Coordinatenaxen : also hat man zu Folge der Formeln (II) 
und (12) des §• 4. 

a/-^ « 8in(a-/g-3) 

sma 

^ ' sma 

Setzt man diese beiden Formeln beziehungsweise in die vorher- 
gehenden ein, so erhält man 

(2) n'P' = i!Ei?z:^(y'-«^_») 

smo 
(tf' — J) 6in(y,/^--a7'8in((,a?) 

smo 
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Weim HHin den aus den Fonn^lD (1&) des 1^4. folgeiidcn 
WerÖ> VQ« siQ(a — /*), nJuDlich 

sin(a — /S) = sin(y, f) « ± y, . , , 

in die Gleichung (2) einseUt, so könnet sie auf die Form 
(3) nP^ = ^«na y-^gg/^ ^ 

~ sind Vr+2acosa + a2 
und zwar gilt das obere oder untere Vorzeichen je nachdem a po- 
sitiv oder negativ ist 

Der Ausdruck jf'— ax* — 6, der in den vorstehenHen For- 
meln TorkoDumt, bedeutet (cf. die Formel (16) des §. 6.) die Länge 
der Strecke Pif , wekhe ?on dem Puucte P* aus parallel mit der 
Aie YY' bis ^^m Purcbschnitte mit der Geraden I in demPoncte 
JPi geführt wird, so dass man hat 

und es ist nützlich sich dieser seiner geometriseben Bedeutung au 

erinnern y sobald es sich uro das Vorzeichen von IVP' bandelt. 

Die Vorzeichen Ton PfP' und IPP* stimmen- überein oder stinor 

men nicht überein, je nachdem die Winkelgröraen a — ß und d 

gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen haben. 

Die Grosse ItP' gestattet noch einen dritten Ausdruck. Ba- 

zeichnen wir nämlich die Richtung irgend einer Geraden, wdche 

mil l deii Winkel d einschliesst, durch L und den bezüglichen 

Richtungscoefficienten durch A, so bat man bekanntlich d^p» ^(L^t) 

and geoAäss dem Torigen Paragraphen 

. . , (i — a)sina 

sm d = + . ^ , - ■ , 

Vl + 2icosa4^' V^+2acosa + a2 
WQ das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem A und a 
gleiches oder ungleiches Vorzeichen haben* Setzt man diesen 
Werth von sind in der Formel (3) ein, so bekommt man für 
den einer gegebenen Richtung L parallelen Abstand 
des Punctes P^ yoB der gegebenen Geraden i die For- 
mel: (4) IFP* = ±dI±M^^l±^(f/'—ax'—b) 

A-^a 

.ii sin« . ^ /IN 
-* A-.a 3in(Z;.a;) ^y--'^-*)' 
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und das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem A eine 
positive oder negative Grösse bezeichnet. Identificiren wir die 
Gerade L zuerst mit der Ordinatenaxe und darauf mit der Abscis- 
senaxe, so bekommen wir JTT^ im ersten Falle identisch mit dem 
Ausdrucke . y' — axf — 6 , 

und im zweiten Falle mit dem Ausdrudie ] 

a a ü 

welche Resultate beide sich in Uebereinstimmung mit früheren Ent- 
wickelungen befinden. 

Wenn man von irgend einem Puncto P' nach allen Puncten 
der Geraden I der Reihe nach gerade Verbindungslinien zieht, 
d.h. mit andern Worten, wenn man den Punct IF die unbe- 
grenzte Gerade l etwa im Sinne der positiven Bewegung durch- 
laufen lässl; so erhält man eine unendliche Anzahl von Strecken 
IFP' und dieselben werden durch diejenige specielle, welche der 
Abscissenaxe parallel geht, in zwei von einander getrennte Partien 
gegchieden, indem die eine Gruppe, welche von P' aus gesehen 
nach der Seite der negativen y hin reicht, aus lauter positiven 
und die andere Gruppe, welche von P' aus gesehen nach der 
Seite der positiven y hin reicht , aus lauter negativen Strecken be- 
steht. . Die Planimetrie lehrt nun, dass eine unter diesen Strecken 
ein Minimum der Länge habe, nämlich diejenige, welche mit 
dem Perpendikel von P' aus auf / gefällt in eins zusammen fallt 
Dasselbe erhellt auch analytisch: denn unter den Winkelwerlben, 
welche die Grösse d annehmen kann, existirt nur einer, dessen 
Sinus im absoluten Sinne genommen gleich 1 sein kann, nämlich 

7t TV 

d = + — -, wenn ß spitz und <f = — ^ , wenn ß stumpf ist; 

für jeden andern statthaften Werth von d ist sind numerisch klei- 
ner als Eins. Da demgemäss der Nennerfactor sind in der For- 

mel (2) ein Maximum wird für den Specialwerth d ^ Hh -^, so 

wird für denselben die Grösse li'P^ numerisch ein Minimum und 
bezeichnen wir sie alsdann durch p^ so hat man die Formel 

(5) !>' = +sin(a-/?){y'— aa?'— 6) 

= + [(y' — 6) sin (y, -*- ^ «d (f, a?)]. 
Dieselbe drückt das von seinem Fusspuncte JF aus 
gerechnete Perpendikel p' aus, welches von dem ge- 
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gebenen Puncte (y', xO aus auf die Gerade { gefüllt ist 
und es muss darin das obere oder untere Vorzeichen 
genomtnen werden, je nachdem der Winkel ß spitz 
oderstuinpfist^je nachdem das Eine oder Andere eintritt, ist 
der zwischen dem Perpendikel in dem Sinne von JTnach P* hin 
und der Richtung + 1 gebildete Winkel {^p* l) entweder gleich 

+ -^ oder (^eich — -^ . 

Setzt man in die Formel (5) für sin(a — ß) seinen oben 
angegebenen Werih ein, so erhält man für das von demPuncte 
{^,a/) oder P* aus auf die Gerade l gefällte Perpen- 
dikel ItP' folgende Formel: 

(6) y = ± / o"'"'' . W-ax*^l) 

V i 4-2acosa-f a 

und zwar gilt, wenn ß spitz, d.h. \%ß positiv ist, das obere 
oder untere Vorzeichen , je nachdem a positiv oder negativ aus- 
fallt; dagegen, wenn ß stumpf d. h. Xgß negativ ist, gilt das 
untere oder obere Vorzeichen, je nachdem a positiv oder nega- 

ti? ausiallt. Dies kommt darauf hinaus, dass das obere Vorzei- 

tff ß 128 

eben steht, wenn ^ ^ positiv und das untere, wenn ^ ^ ne- 

a a 

gtitiv ist. Nüm ist nach Formel <16) des $. 4. 

^ ^ asitia , Xgß sin« 

ierß tzz ■ , also — ^^-- a= -s Z 

^^ I+Äcosöf a Ifacosa 

also liat Ynan in Formel (6) das obere oder untere 
Vorzeiehen zu setzen, je na<Ad«m der Ausdruck 
1 + acosa einen positiven oder negativen Werth er- 

Mit Wenn demgemäss der Coordinatenwinkel a gleich -h* ist, so 

ist überhaupt nur die Wahl des oberen Vorzeichens statthaft; ebenso 
^eim a eine wesentlich positive Grosse und der Coordinatenwin- 
kel a Bpitz, i»4er u «inft weaentlick negative Grösse und der Go- 
ordiMeimidMt « sjtuflIpT sein «oUte. 

TJtti "Aie '^ormetrisc^ett Bezüge, die der gegebenen Vorzei- 
tbefibestimMung ta Gründe hegen, Idarer zu machen, bemerken 
w, dass der AJisdjrack 

sin a cos /9 

8rin Votteith^ eireimal wechselt, eimnal, indem er durch Null 

Sdmonh 7 
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^ 



hindurchgebt , welches für /? = -^ geschieht, and dann indem 

er unendlich wird , welches für ß ^ a eintritt Dies erhellt so- 
gleich aus der folgenden Tabelle für den Verlauf der Werthe von 
1+acosa, indem ß zwischen den Grenzen und n varlirt: 



n 
2 



a 



7% 

2 



Werth YOD ß 



«>/J>0 
/?=«— 

P- 2 



Werth TOD l-|-a goso 



Weith Yon ^ Werth Yonl+a cos a 



ß 



2 

TT 



+ 1 

positiv 

+ oo 
— oo 

negativ 



positiv 

+ 1 



ß^O 



->ß 



/»=^ 



+ 1 



ß 

ß 

n>ß 

ß 






positiv 


n 
2 





n 


negativ 


o— 


— oo 


a+0 


+ oo 


a 


positiv 


7V 


+ 1 



Demgemäss erleidet der Ausdruck 1 + acosa als Function 
von ß betrachtet an der Stelle /? = a eine Stetigkeitsunterbre- 
chung und ist aus diesem Grunde, mag nun der Coordinatenwin- 
kel a spitz oder stumpf sein, für alle innerhalb des Intervalies 



7V 



von /? = a bis zu /? = -5" liegenden Werthe der Grösse ß be- 
ständig negativ und für alle zu beiden Seiten dieses Intervalies be- 
findlichen Winkelgrössen ß beständig positiv. Ist der Coordina- 



n 



tenwinkel a =^ -^ , %o existht offenbar das in Rede stehende 



Intervall für die Werthe der Winkelgrösse ß nicht mehr, 
beide Grenzwerthe in einen zusammenfallen: daher ist der Aus- 
druck 1+acosa für alle Werthe von /? positiv und mithin in der 
Gleichung (6) überhaupt nur das obere Zeichen statthaft Ist da- 

n 
gegen der Coordinatenwinkel a von -^ verschieden ^ so hatman 

in der eben genannten Gleichung das obere oder un- 
tere Vorzeichen zu setzen, je nachdem ß zwischen den 
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V 

Grenzwertben a und -fliegt oder ausserhalb dieser 

Grenzwerthe fällt. 

2. Der Gleichung (2) lässt sich noch eine zweite Seite* der 
Betrachtung abgewinnen. Der Ort aller Puncte von der Beschaf- 
fenheit, dass ihre unter einem bestimmten Winkel- d genommenen 
Abstände yon einer gegebenen Geraden eine gegebene absolute 
Länge dl haben, ist aus planimetrischen Gründen das System zweier 
mit der gegebenen Geraden gezogenen Parallelen, welche von der- 
selben in der durch den Winkel d bestimmten Richtung einen Ab- 
stand gleich d haben. Näher werden alle Puncte, die der einen 
Parallele angehören, von der Geraden / einen Abstand gleich +d 
und alle Puncte , die der anderen Parallele angehören, von der 
Geraden { einen Abstand gleich — d haben, und um beide zu 
construiren, ziehe man in der durch den Winkel d bestimmten 
Richtung eine beliebige Gerade und auf derselben von ihrem Durch- 
schnittspuncte mit der gegebenen I aus schlage man beiderseits 
die Strecken + d und — d ab. Die durch die beiden Endpuncte 
mit der { parallel gezogenen Geraden stellen alsdann das System 
der beiden gesuchten Parallelen dar. Denken wir uns jetzt HP* 
= +d[, so wird die Gleichung (2), ebenso wie die Gleichung (3), 
durch die Coordinatenwerthe jedes speciellen auf der ersten Par- 
allelen befindlichen Punctes befriedigt und, indem man WF' 
» — d annimmt , geschieht gleichfalls beiden Gleichungen durch 
die Coordinatenwerthe jedes auf der zweiten Parallelen befindli- 
chen Punctes Genüge. Mithin, wenn wir die Coordinaten y, x' 
in den Gleichungen (2) und (3) als allgemeine oder laufende an- 
sehen und daher an ihre Stelle die Coordinaten y, x treten las^ 
sen, ergiebt sich das folgende Theorem: 

Es bezeichne d eine zwischen den Grenzen -— /? 
und Tir — ß enthaltene Winkelgrösse und d eine alge- 
braische Längenzahl: alsdann stellt die Gleichung 

,.. . dsinj 

(7) y — ax— l = —:—. öT 

^ ' *^ 8m(a— /?) 

, dsind rrTTx ^ 

— sma ' 

eine mit der durch die Gleichung y — ax — h = aus- 
gedrückten Geraden { Parallele dar, welche in der 
unter dem Winkel d genommenen Entfernung d von 

7* 
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der { sich befindet Dieselbe Parallele wird auch 
noch, itidetn L ^ine solche Richtung bezeichnet, die 
mit der gegebenen Geraden den Wink«! 6 sss {L,l) 
macht, ausgedruckt durch die Gleichtin^ 



(8) y — aX'—h = — :j . 



"" Vl+S^cosa+i^ 
Was die Vorzeichen anlangt, so gilt in der Gieicbitiig (?) 4ii8 
obere öder untere Vorzeichen, je nachdem der RkfMuiig^öoelB- 
ci^t a eine positive oder negative Grösse darstetk, ünä dMsnso 
^ in der Gläohnng (8) daa obere oder uiftere MdMky Je toedh 
4em der auf die Richtung £ bezügliche RiditungBödefficie&t Ä fe- 
«itiv oder negativ ausföllt. 

Ulf an kann diejenige Seite der Geraden 2, auf welcher die 
•^m Ä%i^tande ä entsprechende ParaDele enthalten ist, ih ISezug 
^ni d'i^ durch den Winkel 8 bestimmte Richtung als 
wesentlich positiv oder wesentlich negativ bezeich- 
n^'n, je nachdem d eine positive oder negative tiängenzahl be- 
^(^bhttet. Denn tielimen wir auf dieser Seite der Gnaden l einen 
beliebigen Punct an und bestimmen desseii unter dem Winkel i 
cojdstruhtän Abstabd von der ?, so hat derselbe gleiches Zeichen 
mifd. 

Unmittelbar an das vorhergehende allgraaeine stibiieflet sich 
das folgende speciellere Theorem au: 

fiezeiehnet f «ine algebräisdhe Lfing^hrahl iiWi 
i 'eine Gerade, 4eren Gleichung Votai "der törih 

y ts= öX+Ip 

i«4, eo driAt die Gleithuftg 

(9) ,_«,_6.i_|_ 

oder auch , 

(10) y-ax—l == ij-j> Vl+2flCosa + a» 

sina 
eine mit der Geraden l Parallele aus, welche von der- 
selben in de«i senkTeohlen Ab'S'tanide f sinih 'befindet. 
Das obere oder untere Vorzeichen ist in der Gieichuflg (9) !^tilig> 
je nachdem ß spitz oder Btvmpf ist, und da (d«r Glliiehottg (H)t 
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JB iMdidein dhr ftminick l+acoaa einen posiliiwn oder negativ 
?ea Werth hat 

8. Voia Anfangspuncte sei ein nach Grösse und 
Richtttng gegebeaes Perpendikel auf eine gewisse in 
der Ebene befindliche Gerade gefällt. Man soH die 
Gleichung dieser Geraden finden. 

Das Perpendikel sei nach Grösse und Vorzeichen dargestellt 
durch p und wei^de vom Anfangspuncte aus gerechnet, so dass es 
als positiT oder negativ gut, je nachdem es nach der Seite der 
positiven odfr negaM^ii y hin sich erstreckt; ferner seien (;r, x) 
und (y,7$) diejenigen Winkel, welche es im^ positiven Sinne sei- 
ner Richtung respective mit den beiden Axen macht. Alsdann ist 
die Gleichung einer Gevaden, die durch den Anfangspunct auf der 
p MikiredMI enrichttl wird, zu Folge der Formel (12) in f.?. 

cos (fr, x) 
cos (y, 7t) 
und mithin die Gleichung der gesuchten Geraden {, wefehe mt 
te letsilen GeBaden in dem senkrechten Abstände f pardlel ge- 
»gOD ifll, yoü dev Forpi 

y—ax = 4-^p Vl+2<»cosg4-a^ . 

sina 
wo das obere oder untere Vorzeichen genommen werden muss, je 

nachdem l + aeos« posijtiy oder negativ ausfallt. Es handelt sieb 
darum die Grösse n 2a^% der letzten Gleichung zu eliminiren und 
in der resultirenden Gtüdiung das Vorzeichen auf eine unzwei- 
deutige Art ra heetunmea Zu dem Zwedie führen wir fAr einen 
Augenblick die l^ürzene Be^eiohnuing 

Hji,x) = ß', also, ^(y, w) = a—ß' und a' = .• f'"'^ ^. 

ein; alsdann sind a und a! zwei Richtungscoefficienten , welohe 
zwai aitf einander senkrechten Gevadeu entsprechen und es isl 
dengemäss l +X^'^ta') cos a + aa! = Ol 

Emtwiokelt nai sich aus dieser Relation a- als Function von a% 
so ]«itei HKtt sink leicht die folgenden Relationen her: 
1 , a'aina' sin /9' sin o^ 

l+flCOSCf = —7-- = ' ' oi , — =-7 STT 

a'+oosa sm/7'+cosasin(o — /r) 

sina sin /9^ ainC^r, x) 
= — 7 &r = T^ — r- sin a, 

also da o und (9«; 0) J>eiie positive l^^^inkelfPössen smohen und 
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7t bezeichnen, hängt das Vorzeichen des Aindnidces 1+acosa 
allein von dem Vorzeichen der Grösse cos(y, ^) ab; demgemäss 
ist l + acosa positiv oder negativ, je nachdem (y, tt) abgesehen 
vom Vorzeichen eine spitze oder stumpfe Winkelgrösse ausdrückt. 

Ferne r folgt 

V 1 + 2a cos a + a* = V (o -}- cos a)^ -f sin g^ 



V (0*+' 



cosa)* 
und mithin, gemäss den Formehi (19) in %. 4. 

Vl+2gC08g + g^ , Vfl^^-f 2g^C08g-}-l 

sina "~ — a'+cosa 

= + 1 

— C08(y,^) ' 
wo , .damit die linke Seite unter allen Umständen wesentlich posi- 
tiv ausfalle, rechts das obere oder untere Vorzeichen genommen 
werden muss , je nachdem {y, tt), abgesehen vom Vorzeichen, eine 
spitze oder stumpfe Winkelgrösse darstellt. 

Also, je nachdem der Winkel iy,n) spitz oder stumpf ist, 
hat man in der Gleichung der Geraden l gleichzeitig f . mit dem 
Vorzeichen + oder — zu nehmen und für den Coefficienten der 

Grösse» H oder ; r zu setzen; in allen Fällen 

cos (y, n) cos (y, n) 

ergiebt sich hiernach die Gleichung von 2, wie folgt: 

. cos(7r, 0?) p 

y + 7 r-* = — / — ^ 

^ ' cos(y, 7t) cos (y, TT) 

oder, wenn man beiderseits mit cos(y, 7t) multiplicirt : 

(11) yco8(y, TT) +a;cos(7r,fl5) = p. 
Das ist eine neue und durch ihre Eleganz ausgezeich- 
nete Gleichungsform der geraden Linie, in welcher p 
nach Grösse und Vorzeichen das vom Anfangspunct 
aus gefällte und gerechnete Perpendikel auf die Ge- 
rade l ausdrückt und (y, tt) und X^i^) respective die 
Winkel dieses im positiven Sinne seiner Richtung ge- 
nommenen Perpendikels, mit den Axen darstellen. 

4. Unter der Voraussetzung rechtwinkliger Coordi- 
naten vereinfachen sich die vorherigen Formeln nicht unwesent- 
lich. Da man alsdann 8in(y, I) = cosj^ und a » tg/9 hat, e^ 
giebt sich für den unter dem Winkel d genommenen Abstand Itt* 
eines Ponctes (y' x^ vor der Geraden I die Formel 
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(12) ITP' = ^Cy>-ax'-b) 

_ (g'— b) CO» ß—ai' sin ß 

sind 

Oder auch jyp' = + -4^ »JZ^TI^, 

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem a eine 
positive oder negative Grösse ist. 

Ferner für den senkrechten Abstand p' desTunc- 
tes (^,aO von der Geraden / erhält man 

(14) p' = ±co»ß(f/'—aoD'—b) = + [(y— 6)cos/?-'a;'sin/S], 

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem der Winkel 
j} spitz oder stumpf ist, oder auch ohne Doppeldeutigkeit des Vor- 
zeichens ,,-. . t/ — asß' — 6 

Die Gleichung einer mit { Parallelen in dem unter dem Win- 
kel 8 gemessenen Abstände d ist 

(16) y-ax-b = -^^ 

oder auch (17) y-^^ax — h = + dsind Vl + a^ 
wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem a eine po- 
sitive oder negative Grösse bedeutet. 

Die Gleichung endlich einer Geraden, welche einer gegebe- 
nen Geraden I in dem senkrechten Abstände p parallel läuft, hat 

die Form .,«. r j. P 

(18) y — ax — h =31 



cos/J ' 

wo das obere oder unlere Vorzeichen gilt, je nachdem ß ein spitzer 
oder stumpfer Winkel ist, oder auch ohne Zweideutigkeit des Vor- 
zeichens (19) jf— ojß — h = p^i'\'aK 

§.9. 
Puncte, die auf einer Geraden enthalten sind. 

1. Bedingungsgleichung dafür, dass drei Puncte 
in gerader Linie liegen. 

Es seien die drei auf derselben Geraden befindlichen Puncte 
(y'. »'), (y, a?")» (y", ^"') gegeben. Die Gleichung dieser Gera- 
den, weil sie durch die beiden ersten hindurchgeht, ist von der 
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Form 



y-^»'== i ^l (^-g>0 



X'fX 



oder auch .. y.^ — y" , .^ 

Nun muss dei?6elbw Geimge geschehen durch die CoordiQOtep }^ 
des speciellen Punctes« der sich in ihrer Richtung befindet, also 
audbi durch die Coordinatenwertlie de9 P^iMCtes (yf'\ osf"} und um- 
gekehrt, wenn diese Coordinatenwerthe ihr Genüge leisteii,, so lie- 
gen die drei Puncte, um welche es sich handelt, in ger9der Linie. 
Dadurch erhalten wir al^ die zureicbeude und ndthwendige Be- 
dinguugsgleichung hierfür entweder die Gleichung 

oder auch ,^. ... ,. w' — yf' „, ,/. 

(2) y'"— y" ^ ^^x" «~ ^ )• 

Beide Bedingungsgleichungei» sind nur verschiedene Formen einer 
uftd dorsdlben einfibditiven B^dkigtingsgleicliong, nfimlich 

(3) (yV'-y'V) 4- (y'V'-y'^V') + (y'-V-^ar^) ^ 0, 
deren geometrische Bedeutung l^ichjt vermöge der in §. 4. gegebe- 
nen Inhaltsformeln erheltt. 

2. Es seien P^ «»d P** irgend zwei Punote, die 
d-uf dl ihre Coordiaa^^eB y^^' und' y^^x" gegeben sein 
mögen. Man soll in der Ricbtung von p'y einen soJ- 
cfaei^ PuBCt F beslimin*eH, de-sseir AbrSländ'e von P* 
und jP'^ ein gegebenes Verhältnis» b^abeH*. 

Durch eine einfache planigietnsche Constru^tion erheRt, dliss, 
indem m und n zwei beliebige absolute Zahlenwerthe bezeichnen, 
2wei Puncte ivt der Richtung Ton J^T'^' existiren, d^ren Abstände 
Ton P^ und P**' sich absohit genommen wie m : n TerballeB, 
einen, den wir mit Fi bezeichnen und der zischen P' und P^ 
hegt, und ein anderer, den wir mit P2 bezeichnen und der auf 
der yerlängerten P'T' liegt, igiecnach hat man, da P'P| und 
P|P'' er«sichtlich gleiches, dagßgen P'P2^ und ^2^^' ersiohtlicb 
ungleiches Vorzeichen haben, die beiden Proportionen 

P'Fi : PiP" =» «i : ffc 
und P'P^ : P2P" = fflf : — if ; 

esi headek aidk ddrura;, dto Coovdinaten der PuAete P^ «ad Ps, 
welrshiB resfuectiive yi, x^ und y^ opx, geilen, sti bestimaien. Zu 
4m 2weehe be«ieriiM inin» toa Mi piiaasiaieiviiichHi Gcüiutat 



aUi lüiia kigmA einer faeUebigHi GeradMi angdiMge Streofeea 
Yeel|allei]|^ wie ihre Vrojeelioimi auf eiae beliebige Axenrichtuiig^ 
SfimA hat maft^ und swar nach GrOaee isd Vorzetohe»: 

and P'ft : JfVr' « ä— ^ ' M"— ft =^ »2-a?' : »''—«2. 
Bawymisa folg« die Pr«portioiieii 

Ji— y • JH"— ffi = m ; n., a?|— «f ; ä''— »t =a «1 : n 
und 

y2—y* • y — y2 == »» *• — »» a?j— a?' : a?"— a?2 = m : — n;, 
aas den ersten beiden erhellen die Coordinaten des ^wischen P' 
und P^ eirthaltenen Tbeilpunctes P| 

m + » ifi + » 

»d aus dien beiden letzten die Goordinaten des auf der Terlänge- 
ning ven F^P*'' enthaltenen Theitpunctes P2 

CO; a?, =^ — — -, J2 =;5. ------ — —-% 

ifi — n m — n 

Bezeichn^p wir die Coordinateu desjenigen Ponfites^ P, i9r weldien, 

indem p und q algebraische Zahlengrössen bezeichnen, die. Pro- 

peUClon F^P r PP^ ^ p - t 

stattfindet, 90 bat man an Stelle der beiden vorhergehenden Gl^ei- 

chongesTsteitie das eine 

welches reapeellve in d^ System der Gteichoirgen (4) oder (S) 
Übergebt, je. nachdem ma^ -i. = -^ gder =. setielt 

Vermöge der yorherg<^h0iHieil fintjünckelooget^ eiMll noub 
zwischen dei^ TOI^ Slrecike« P'*,, PjP'', P'P^, P"^^^ die alle 
gleiches Zeichen haben, die. Proportion 

PTj ; PtF" ^ PT^ : P"P^ 
und ebenso hat mm ^actoft dßn:PMii(ctionfi» dieser vier Strecken 
auf die beiden CoordinatapaxeB bezä^lich die Proportionen 
a?| — x' : 0?"^ — q?i = a?2 — a?' : x^ — x** 

w* ft— y' • y"--iii «= y^— y : y*— y« 

Betrachtet man« diese PiroporticiaeB naher,, sd erbrant man 
\miA, dasa da» vierte GlieA ledeamal ^ Susunis der drti eAstea 
dar^teUt. qad dass dJA. 4«rch 4ifl9)es i^rte <;iied au8gj9diöclpte ge*- 
radlinige Strecke so in zwei PqiHiteiif g|t)iait iaty daaa da» Aro-* 
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duct der ganzen Slredce in ihren mittleren AbJMiinitt gleich ist 
dem Produete der beiden äusseren Abschnitte. Folglich ist, 
wie man. zu sagen pflegt, die Strecke P'*P^ in den beiden 
Puncten P* und Pf harmonisch getheilt und zwar ist 
P'f P'' das eine Paar conjugirt harmonischer Puncte 
und P|, Ps d^s andere Paar. Jedem der unendlich vielen 

Werthe, welche der Quotient — durch Speciallsirung der absolu- 



ten Zahlen m und n annimmt, entspricht ein specielles Paar con- 
Jugirter Puncte P| und P^ , welches mit dem gegebenen Paare der 
conjugirten Puncte P* und P** zusammen ein System von je 
vier, wie man zu sagen pflegt, harmonischen Puncten 
bildet. 

Ein besonderer Fall verdient hervorgehoben zu werd^i. 
Wenn man m = l und h =: L setzt oder auch allgemeiner m^=^n, 
so bekommt man vermöge der Formel (4) die Coordinaten des in 
der Mitte zwischen P' und P'' befindlichen Punctes , nämlich 

' n\ fr ^ ^" + ^' « « y" -^ y' r« - n\ 

\i) ^i «= — 2 — ' y^ — 2 — ^ "" 

und die Formeln (5) geben x% x= oo, y, s oo, d.lL derje- 
nige harmonische Punct, welcher zu der Mitte zwi- 
schen zwei gegebenen einander conjugirten Puncten 
gleichfalls conjugirt ist, liegt in unendlicher Ent- 
fernun^g'und es ist leicht durch eine Grenzbetrachtung den geo- 
metrischen Sinn dieses analytischen Factums zu verificiren. 

An die Gleichungen (7) knüpft sich eine elegante Form der 
Gleichung einer geraden Linie, welche zwei gegebene Puncte 
(y', X*) und (^ , a?") enthält , nämlich 

(8) y — 2 7^'-af r — T^r 

Dieselbe wird erhsdten, wenn man die Gerade als bestimmt an- 
sieht durch ihre Richtung und den speciellen Punct 

welcher die Mitte zwischen den beiden gegebenen Puncten dar- 
stellt und offionbar unserer Geraden angehören mnss. Man kann 
sie dadurch verificiren, dass man anstelle von y und x der Reihe 
nach y und a?^ yf' und af' einsetzt, wodurch sie jedesmal in 
eine, identische Gleichung übergeht. 
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8. Als eine Anweiidmig der unter 1) auseinand^esetzten 
Prindpien wollen wir den, bekamiten Satz beweisen, dass die 
Mitten der drei Diag.onalen eines Yollständigen Vier- 
ecks auf einer und derselben geraden Linie liegen. 

Unter einem vollständigen Viereck versteht man nämlich eine 
solche Figuration, die durch vier sich in 6 Puncten durchschnei- 
dende gerade Linien gebildet wird. Diese Durchschnittspuncte 
heissen die ^nkelspitzen oder Eckpuncte und, indem man je 
zwei gegenüberliegende VlTinkelspitzen mit einander verbindet, er- 
hält man die drei Diagonalen des vollständigen Vierecks. — - Sei 
also in Fig. 18. PiPiPgP^PsP^ ein vollständiges Viereck und 
P\ P'\ P"* die bezüglidien Halbirungspuncte seiner drei Diago- 
nalen; femer mdgen irgend welche zwei der vier (Geraden, die 
das vollständige Viereck bilden, zu Coordiuatenaxen genommen 
werden, etwa P^P^ zur Axe der g und P^P^ zur Axe der a?; end- 
lich sei nach Grösse und Zeichen 

PeP| = a?i, P^P2 = a?2 

und die Coordinaten der Halbirungspuncte P', P'\ P'" bezügUch 
\f und os', y" und x'\ y'" und x'". Dies vorausgesetzt erhellen 
wunittelbar aus den Formehi (7) dieses %. die Coordinaten des 
Punctes P*\ nämlich 

und ebenso die Coordinaten des Punctes P' 

Um endlich die Coordinaten des Punctes P'" zu finden, ist es 
nothwendig die Coordinaten der Endpuncte P3 und P« der in P"' 
halbirten Diagonale zu finden. Die Coordinaten des Punctes P^ 
sind beide gleich 0, die Coordinaten des Punctes P3 dagegen sind 
diejenigen Werthe von y und o?, welche wir mit ^3 und x^ be- 
zeichnen wollen, welche die Gleichungen der beiden Geraden P^P^ 
und P1P5 zu gleicher Zeit befriedigen. Die Gleichungen von P^P^ 
und P^Ps sind, weil sie von den Axen bezüglich die Stücke y« 
^d ^9 tfi und Xi abschneiden, 

y* . ^ y* a?t 



und ndm» im beide dniMli die. QfiiwdiDalBiiwHtke Abs Barch- 
schnittepmictes P^ b«friecKgt meviBa, hal man gleielBeitig 

yL + 3.^1 und i^ + ^= 1, 
auB danen ma» ^k lekbt 4ie Vjerlfce yoq fs uffA ^ tMIfvvckelt, 

(ta jetut die K9dpw9«te' dw Utigoii^ Pg^« l^eMPWt siod , ftM«t. 
mßn aberoml^ duircb Anw^ndußg diQi? F^ffweki (7) d^ ^cdin?^ 
i}ires Halbün«i|g«pinGto9«. «9Pdi^: 

Setet umni jjotztr die Wortb« 4«i^ Com^in^tw dep #ei: f^JP^\^ 
f'% P", ?'■' ini die itediögungsgleiclwöig (3) ein^ 40 *ber?e^gt. 
msw 8}^ Meto davDtn, d^sa diei^I^ erfigjU v^rd: al^« Uegi^Q, dj% 
drei Puncte P', P'', P"' in geradjw* ldj^% Oder ^q^b ?i?ä W^ 
det sich die Gleichung der g^<^n Linie, ^i^eV^he die beiden Puncte 
P' und P'' yerbindet, nämli^ (cf. die Fc^mel (4) in S- 60 



^ 2 ^ a?i— a?2 r 2/ 



und überzeugt sibh davon, dass dieser Gltidiungfienfige gesohiehf^. 
wenn man die speciellien Coordinatenwerthe y^'* un# ä/^ an SleMe 
der allgemeinen y und x einführt. 

Uebrigens ist es gut zu, bemerkei\*, ^9H die drei Puncte, 
welche entstehen, wei^ man di,Q Diagonalen alle drei nach einem 
und demselben Verhältnisse 1 : q theilt, im Allgemeinen nilcht in 
gerader Linie liegen > dass "«telpiehr die8(9 E^g^iischaft nur für den 
spedellen Zahlenwertl^ 9 =: 1 stattfindet. 

4. Sei^^ wie gewöhnlich, indem x und; b reelle Zähtenwerihe 
bedeuten, ' y = arc + 8 , 

die. Gleichung irgend einer Geraden l: so wird dieselbe befriedigt 
durch die Coordinaten unendlich vieler reeüer Puncte, welche er- 
halten werden, indem die Abscisse cp allmftlfg von — do zu^ +<^ 
übergeht, aber ausserdem auch noch, in analytischer Beziehung 
mindestens mit gleicher Vollkommenheit, durch die Coordinaten iin- 
endlich vieler imaginärer Puncto. In Cbnsequenz der aui|;estellten 
Definition eines imaginären Punctes soll nun von }etEt ab 
jedeQefliehuiig, die^iK^i)Scfti%n re^llen^unctf |^ j^intritt 
und einen bestimmten geometrischen Charakter hat^ 



«Jin^e Weitere« »aah als iwiecbeB iiniagiliäff«ii iPanctoin 
bestehend angenommen werden, | Ivenin aüderia die 
Gleichung, yermö-ge welcher sie analytisch zum Ans- 
dnick« kemmt, dieselbe F«rm hut, wie in dem iFaille 
•reeller Pua4>ta. So werden wkr z.B. deo^enigen Punot« denen 

Caotdhiafteii ^ J^ und ~ — sinfl , als den Balbirungspunct 

der zwischen den Puncten (y"»a;'') und (y^ \ß*) enthaltenen Stecke 
bezeichnen , mögen nun die zuletzt genanitea Puncte reell oder 
ima^^nar seiH; wir werden ferner von der Bidtanz zweier sokher 
Puncto rede n und verstehen darunter denjenigen analytischen Aus - 
druck + ^{jf* — y)* + 2(y"— y9 (a?'^— a?') cos a^ijx^— a/)*, 
welcher , wenn die Grüsaen y und o/'^ y' nnd osf reeUe 2ahlen- 
werthe vorstellen, die bekannte anschauliche geometrische Bedeu- 
tung hat Ebenso sagen wir, die Gleichung 



(8) ,-£±i. = {.-^l±± 



2 

drucke diejeiäge Gerade aus, welche die betden Puncte {\f\ ^') 
und (jf', (xf) verbindet, aneh Wenn die Coordinaten ^* und o/^ 
y' und jf entweder alle oder zum Theil imaginäre Grössen be- 
zeichhen. Die Bereicherung, wdche äfuf diese Weise die Geome- 
trie erfährt, ist freilich fürs erste nur formell und entbehrt alles 
anschaulichen Sinnes: indessen sehr häufig geht duroh die Ver- 
knüpfung mehrerer imaginärer Belationen das Imaginäre aus der 
resultfrenden Gleichung heraus und da dieselbe allgemein gilt, d. h. 
öfnabhänglg von dem besonderen reellen oder imaginären Charakter 
der Elemente, vermöge welcW sie sich zusammensetzt, so kön- 
nen alsdann sehr heterogene geometrische Thats;achen unter einem 
einheitlichen analytischen Gesichtspuncte zusammengefasst werden. 
Die Tfaebtife tiäd Kfeisfed und ^bistliaapt d«r libien höherer Grade 
Itt^t^t ^dhfreldhe Belage ^ d^r ebeh äu^est^Uten beliauptui]^: 

Die Algebra fährt den allgemeinen ftsweis, äass jede belie- 
bige imaginäre Zahllbnn^ weither Art ihre Zusammensetzung auch 
sein möge, sich auf die ForM 

wo f und Q reelle Zahlen und t die als absolut gedacÜte 'Crosse 
^^1 hMhÜMit, »Mcifühtifti iHif^e. £ih^ istJtche X^Ulbrtb, die 
WMi Awth 'Addition Otter SabthieticNt) avs 2wei ^estmidtheileYi zu- 
saiM^iiMWs, %>fi Amsin der Mie i^dl listt "WS dct attideire em 
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Mttltiplum Ton V — 19 heisst eine complexe Zahl und z?tä 

complexe Zahlen, wie 

P + W^=T und P- (?V^=T7 

die sich nur durch das Vorzeichen ihres ima|(inären Bestandtheiles 
von einander unterscheiden, heissen zu einander conjugirt. 
Indem wir nun diesen Begriff auf die analytische Geometrie über- 
tragen, sollen solche imaginäre Puncto als unter 
einander conjugirt bezeichnet werden, deren gleich- 
namige Coordinatenwerthe unter einander conjugirt 
sind. Sei also, indem m^ n, p, q reelle Zahlen bezeichnen, 

(9) jy" == P + g V — ^» ^ = m-hnV--ir 

so sind die Puncto fy, rcO ^^^ (s^\ ^0 unter einander conjugirt 
Aus den Gleichungen (9) ergiebt sich 

ciw; — 2 — P' — 2 — ^' 

(11) y-y == 2j^FTu a/-j/' = 2n/=T, 

(13) (y"— yO* + 2(y'— yO(a?"— a;')cosa + (a;''— »0* 

= — 4(5* + 2qn cos a + n*) 
und diese Relationen sind unmittelbar gleichbedeutend mit den 
nachfolgenden Sätzen: 

Der Halbtrungspunct der zwischen zwei conjugirten imaginären 
Puneten enthaltenen Strecke (st reell, das Quadrat dieser Strecke 
selbst hat einen reellen negativen Zahlenwerth und der zuge- 
hörige Richtungscoeffieient ist eine redle positive oder negative 
Grösse. 

Die Gleichung (8), welche die Verbindungslinie 
der Puncto (y, o/O und (y, o/) ausdruckt, geht unter die- 
sen Umständen über in 

(14) y-p=i.(a:-m) 

und, da j>, m, n, q reelle Zahlen bezeichnen, so folgt das neue 
Theorem : 

Die Gerade, welche zwei eo^fugirte Punete verbündet, ist reM 
und umgekehrt jede beliebige reeUe Gerade enthiU nur eokks 
imaginäre Puincte au/ sich, wekhe paarweise eotyugirt 
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Dm das Letztere zu beweisen , nebme man an , der Punct (y, leO 
sei auf der Geraden l e nthalte n , alsdann b esteht nothwendig die 

Gleichung p + jV — ^ = a(m + nV---T)+6» 

Nun ist jede Gleichung zwischen complexen Zahlen bekanntlich 
identisch mit zwei Gleichungen zwischen reellen Grössen und die 
letzteren folgen aus der ersteren dadurch , dass man die reellen 
Bestandtheile beider Seiten und ebenso die imaginären Bestand- 
theile beziehungsweise einander gleich setzt. Demgemäss kann man 
die vorhergehende Gleichung in die folgenden beiden auflösen 

I» = am 4- & , { = an 

und indem man die letzte derselben mit V — 1 multipHcirt und 

darauf von der erste n ab zieht, folgt 

p — q^ — 1 ^ a{m — nV — 1) + b, 
d. h. wenn der Punct f y , o/) auf der Geraden l enthalten ist , so 
ist es auch der damit conjugirte Punct (f/", af*). 

Die VerbindungsUnie zweier imaginärer Puncte, die nicht 
conjugirt sind, braucht im Allgemeinen keine reelle Gerade zu 
sein. Dadurch kommt man auf den Begriff einer imaginären Ge- 
raden l und wir werden unter einer solchen eine Gerade ver- 
stehen, deren Gleichung zwischen y und rr, indem A^ B, G, D 
reelle Grössen bezeichnen, die Form hat 

(15) y -(Ä + Bi)x + iC+ Di). 
Es ist die Frage, ob eine derartige Gerade lauter imaginäre Puncte 
enthalte oder ob sie auch reelle Puncte' enthalten könne. Um 
dies zu entscheiden nehme man an, dass in der Gleichung (15) 
y und X reelle Grössen bedeuten; alsdann zerfällt dieselbe in die 
beiden Gleichungen: 

y = ia? + C, Ba; + D = 0, 
aus denen die reellen Coordinatenwerthe 

D BC-'AD 

hervorgehen: also existirt im Allgemeinen auf jeder ima- 
ginären Geraden ein reeller Piinct, aber auch nur 
einer. 
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"Gterade, Äie sich in einem Pünete begegnen. 

1. Es 'seien die Gleiehungen dreier fiei«den >i, V^ V r^ 
spective (/) y ss .odi; -f 6, 

in ff * ä"» + 6^. 
Dieselben wer^n sieh ioi AUgelneiiien m je eweien in drei 'be- 
stimmten und im j^lgemeia^n in endliqhdr fintfetinnilg voll •einatn 
der bestimmten Püneten durchsehneiden , d. h. sie bestimmen 
ein DreiecL In speciellen FiUen kann es indMsen igMditlmn, 
dass diese drei Durchschnittspuacte in einen «inzigen Msamnän- 
fallen. Seien die Goorditialen diisses Pnnctes y, a/, so bestehen 
die drei giekhzeiligeB Gieichiingen 

und aus ihnen resuUirt dmrah Etimioation von y und oaf (die ge- 
suchte fiedingm^gsgleichung 

(Ij r = ^r Oder JT- = -r r;r . 

Dieselbe ist daothwendig,, wenn die drei Gienaiton I, i^, 4'^nildI in 
einem Puncte durchschneiden eoUen; «ie iet aber öuch Äureichond: 
denn wenn sie besteht.» ist es leicht sich dafvon zu überzeugen, 
dass die Coordinaten des DarchscfaDittspunotes der beiien ersten 
Geraden auch die Gieichuag der dritten Geradmi befriedigen. 

2. Ein Ponot kann in doppelter Weise bestimmt werden, 
entweder direct durch seine Coordinaieii oder aueh implioite dundi 
die Gleichungen zweier Geraden, die sich in ihm dtaobikrhBeiikb. 
Nehmen wir die erste Bistimiftunrgsart in «nd setzen seine Coor- 
dinaten gleich y, o/ , so int nraicditlidh die (Gleiohunf^ oinnr belie- 
bigen Geraden, die durch An hindurchgeht, von der Form 

(2) y— y i^ ii(Ä?— xO 
und den unafihUg fielen Wertben des fticbtnngsoofeffieicaileB m mär 
sprechen die unendlich idqjlen GeradeUi, wekbt durdi rden Baoct 
{juf, X*) möglich sind. 

Nehmen wir die zweite ^estimmungsart an und betrachten 
den Punct (y, a?') als gegeben durch die Gleichungen zweier Ge- 
raden, welche durch ihn hindurchgehen, so fragt es sich, welche 
Form alsdann die Gleichung einer beliebigen dritten Geraden habe, 
die ihn gleichfalls enthalten soll. Behufs der iMrterung dieses 
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Veitältiiisses fvknn wir dea Begriff der Identität eweier Ausdrücke 
ein, die sich irgeiidwie aus y und x zusammensetzen. 

Zwei Ausdrücke, die von einer begrenzten Anzahl veränder- 
licher Grössea abhängen und einen von diesen Veränderlichen un- 
abhängigen Quotienten haben, sollen identische heissen und das 
Zeichen der Identität soll ^ sein. So ist z. B. 

2a? + 3y+l = *x + 6y + 2, 

weil der Quotient -; — , o , c% = 4 weder x noch y enthält. 

Der Grund der Benennung erhellt leicht. Setzen wir beide Aus- 
dräcke gleich Null, so ist von selbst klar, dass alle selche Sjr* 
Sterne von Werthen der Veränderlichen, welche den ersten Aus- 
4rack verschwinden machen , auch den zweiten Ausdruck zur An- 
DuUation bringen. Die auf diese Weise entstehenden beiden Glei- 
chungen drücken also, falls sie nur die beiden Veränderlichen y 
und X enthalten, ein und dieselbe Curve aus. — Wenn zwei 
identische Ausdrücke ein homologes Glied mit glei- 
diem Coefficienten besitzen, so haben alle [übrigen 
komologen Glieder gleichfalls gleiche Coefficienten; 
i»t dieses nicht der Fall , so sind alle auf einander folgenden Coef- 
ficienten des einen Ausdruckes ein und dasselbe Vielfache der ent- 
sprechenden Coefficienten des anderen Ausdruckes. — Wenn end- 
lich die Symbole U und V zwei identische Ausdrücke darstellen, 
so spricht sich ihre Identität in der folgenden Gleichung aus: 

U—qV= 
wo q einen von der Veränderlichen unabhängigen Ausdruck bezeich- 
net und das Verhältniss zweier homologer Coefficienten angiebt, 
und diese Gleichung gilt für alle nur denkbaren Sy- 
steme van Werthen der veränderlichen Grössen. 
Dies vorausgesetzt setzen wir 

U = Ay + Px+C 

V ^ Dy+Ex+,F, 
so können wir die beiden Geraden, welche sich in demPuncte y^^xf 
durchschneiden, als gegeben betrachten durch die beiden Glei- 
chungen . (3) ü = und (4) F = 0. 
Multipliciren wir die zweite dieser Gleichungen durdi einen will- 
kürlioben Factor k und addiren die resultirende Gleichung zur 
ersten, so komaA (5) U + xV s= 6 
und di'Ose Gleidiung ist die allgemeine Form für die 

Schars I. 8 
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Gleichung einer Geraden, welche durch den Durch- 
schnittspunct (y\ x") der beiden durch die Gleichun- 
gen U^O und 7=0 dargestellten Geraden hin- 
durchgehet, so dass jedem speciellen Werthe von x eine spe- 
delle durch den Punct ( g\ af) hindurchgehende Gerade entspricht 
und umgekehrt jeder speciellen durch den Punct (j^, a/) gelegten 
Geraden ein specieller Werth von x, vermöge dessen die Gleichung 
(5) diese Gerade ausdrückt. 

Der Beweis reducirt sich auf drei Puncte, erstens dass die 
Gleichung (5) eine Gerade ausdruckt, zweitens dass dieselbe den 
Punct (y', a/) enthält und drittens dass ihr« RichtungscoefBdent 
jeden beliebigen Werth annehmen kann. 

Die Gleichung (5) drückt eine Gerade aus: denn da sie die 
Form (i + xD)y + (Ä + kE)^ -j- (C + xf ) = 

gestattet, so ist sie linear in Bezug auf y und x. Der Richtungs- 
coefßcient dieser Geraden ist ersichtlich 

B + xB 

Ä + xD 
und ist jedes beliebigen Werthes fähig. Denn wenn er z. B. irgend 
einen Specialwerth a erhalten soll, hat man nur nöthig den aus 
der Gleichung __ B + xE ^^ 

Ä+xD ~ ^ 
resultirenden Specialwerth von x, nämlich 

— _ ^g + ^ 
^ ~" aD + E 

in die Gleichung (5) einzusetzen. Endlich drückt die in Rede 
stehende Gleichung eine Gerade aus, die den Punct (y^, a/) ent- 
hält Denn substituiren wir an Stelle der allgemeinen Coordinaten 
y, X die speciellen y\ xf und bezeichnen dasjenige, was hierdurch 
aus V und Y wird , durch die Symbole V* und F^ so gebt (5) 
über in ü' + xF' = 0, 

eine Gleichung, welche erMt wird, weil zu Folge der Voraus- 
setzung die beiden Gleichungen 

P' = 0, F' = 
bestehen. 

An den eben bewiesenen Lehrsatz knüpfen wir die wichtige 
Bemerkung an, dass, wenn es sich darum handelt, ob drei Gerade 
durch einen und denselben Punct gehen , man nicht nöthig bat, 
weder die Existenz der Bedingungsgleichung (1) zu constatireD, 
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noch auch die Coordinaten des Durcbschnittspunctes etwa der bei- 
den entea zu bestimmen und zu sehen, ob dieselben die Glei- 
chung der dritten Geraden yerificiren: vielmehr genügt es zu 
untersuchen (und das ist in der Regel viel weniger umständ- 
lich), ob die mit einem passenden Factor multipli- 
cirte Gleichung der einen Geraden zu der Gleichung 
der zweiten Geraden addirt oder auch von derselben 
subtrahirt die Gleichung der dritten Geraden her- 
Torbringt oder nicht. Wenn die dritte Gleichung 
durch Addition (oder Subtraction) in der beschrie- 
benen Weise aus den beiden ersten hervorgeht, so 
schneiden sich die drei Geraden in einem Puncte: 
ist eine solche Zusammensetzung der dritten Glei- 
chung aus den beiden ersten nicht möglich, so exi- 
stiren immer drei Durchschnittspuncte zwischen den 
drei gegebenen Geraden, von denen einer in speciel- 
len Fällen sich ins Unendliche verrücken kann. 

Uebrigens kann man die Gleichung (5) durch die ihrer Form 
nach scheinbar etwas allgemeinere 

xü+XY = 
ersetzen. Dieselbe drüdct gleichfalls irgend eine den Punct (y,rcO 
enthaltende Gerade aus und zwar entspricht näher allen solchen 

Werthsystemen der willkürlichen Zahlenfactoren x und A, welche 

X • ' 

dem Verhältnisse — einen und denselben Werth geben, eine die- 

^ X 

Sern Specialwerthe des Verhältnisses — entsprechende Richtung der 

bezüglichen Geraden. 

Wenn die Ausdrücke U und V sich nicht beide auf lineare 
Weise zusammensetzen, so drücken die Gleichungen 

P= 0, F=i) 
im Allgemeinen irgend welche Curven u und v aus, und wenn sie 
als zusammen bestehend gedacht) werden, so erhalten wir eine 
gewisse im Allgemeinen die Einheit übersteigende Anzahl von 
Werthsystemen der Coordinaten y, Xy welche eben so iriele, bei- 
den Curven gemeinsame reelle oder imaginäre Puncte bestimmen 
Da nun jedes dieser Werthsysteme ersichtlich auch die Gleichung 

j7+xy= 

befriedigt, welche eine im Allgemeinen von dem Wertbe der Con- 
stanten X und der Natur der Functionen U und F abhängige Curve 

8* 
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«umlrückt, so erhellt, dass dieselbe für jeden Special- 
werth von x eine ^bestimmte dritte Gurve ausdrückt, 
welche durch die den beiden ersten Curven gemein- 
schaftlichen Puncte hindurchgeht Dadurch ist nicht aus- 
geschlossen, dass die dritte Curve nicht noch besondere Durch* 
schnittspuncte mit jeder der beiden ersten Curven haben könne: 
aber in gewissen Fällen, wie z.B. wenn U und V Hneare Fonc^ 
tionen von y und x bedeuten, kann es allerdings kommen, dass 
jeder Durchschnittspunct der dritten Curve mit einer der beides 
ersten auch ein Durchschnittspunct dieser beiden ist. 

3. Die aus den Ausdrüdien U und F zusammengesetzte 
Gleichungsform (5) hat eine bestimmte geometrische Bedeutung. 
Nämlich gemäss den Entwickelungen des $.8. bedeutet 
jeder Ausdruck, wie A^ + Bx^ + C der aus der Glei- 
chung Äy + Bx + C 'BS 
einer beliebigen Geraden £ dadurdi hervorgeht, dass 
man au Stelle der allgemeinen Coordinaten y,x die 
speciellen y^fO/ eines beliebigen Punctes P' setzt, bis 
auf einen constanten Factor den Abstand ffP', in wel- 
chem sich Punct P^ von der Geraden L befindet, und 
zwar diesen Abstand gemessen entweder in einer bestimmten in 
Bezug auf das Axensystem unveränderiichen Richtung oder in einer 
bestimmten in Bezug auf die Gerade L unveränderlichen lUcbtung. 
Je nach'dem'das Eine oder das Andere der Fall ist, läuft die Ab- 
standslinie iT'P^ entweder einer festen Richtung parallel, die wir 

uns durch einen gegebenen Richtungscoef&cienten a = , ^ ' r 

bestimmt vorstellen, oder sie schUesst mit der Geraden £, indem 
sowohl diese, wie die Abstandslinie im Sinne ihrer positiven Rich- 
tungen genommen werden, einen Winkel 3 von gegebener Grösse 
ein. 

Seien also 

(W = A'y+B^x +€' =^0, (ZO 
^^^ l ü" = i"y + Ä"a? + <7'' = 0, (I") 
die Gleichungen irgend zweier geraden Linien L' und •£'': so 
drückt die Gleichung 

(7) k'W + x"i7" Ä= 
irgend eine durch den Durchschnitt derselben gelegte Gerade l 
aus. Sehen wir nunmehr für einen Augenblick die Coordinaten 
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if,a, in der Gkidkmg (7) nicht mehr als lanflende an, sondern 
als die specieUen Coordinatea irgend eines Punctes P der £, des- 
sen Abstand Ton den beiden Geraden V und L" in dem einen 
oder dem anderen Sinne respective II'P and n"P sein möge. 
Alsdann hat man in dem einen Falle, in welchem II'P and 11" P 
respective den in Bezug aaf das Axensystem festen Richtungen V 
and l" paralld laufen, gemiss Formel (4) des angeführten Para- 
graphen nach Grösse und V<«7eichen: 



n'p = 



a' sino / , B' . C" * 



«'■»i' 



^®M««i> 0*^ sing / ^ B" _^.C" \ 

a +1« 

In dem anderen Falle, in welchem entweder die Strecken II'P 
und J7^P unmittelbar oder ihre Verlängerungen mit den Geraden 
V und If^ beziehungsweise die festen \¥inkel d' und d'^ machen, 
ist gemäss Formel (2) desselben Paragraphen gleichfalls nach 
Grösse und Vorzeichen: 

_ sin(y.£0 / , y , , C'\ 

("^- sind" l»+i^'' + 'Z> 

Entwickelt man sich jetzt zuerst aus den Formeln (8) und 
darauf aus den Formeln (9) die Werthe der Grössen U' = 
i'y + B'x + C' und ü" = Ä"y + V'x + C" und setzt dieselben 
jedesmal in die Gleichung (7) ein, so geht dieselbe im ersten 
Falle über in 

a sma a* sma 

und im zweiten Falle in 

sm (y, 10 ^ sin (y, Z") 

d.h. die Äbstandslinien IVF und JT'T haben in beiden Fällen, 
wo auch der Punct P auf der Geraden (7) angenommen werde, 
ein constantes von den Zahlenwerthen der beiden Factoren %' und 

x^ od^ Tielmehr von dem Zahlenwerthe ihres Quotienten —7 ab- 

l^än^ges Verhältniss. Da diese Eigenschaft für alle Puncto der Ge- 
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raden L und zugleich nur für Puncte dieser Geraden (denn wenn 
die Coordinaten y, x einem Puncte ausserhalb der L angehören 
sollten, so wird die Gleichung (7) nicht erfüllt und mithin fallt 
auch die linke Seite der Gleichungen (10) und (11) von Null yer- 
schieden aus) Gültigkeit hat, so kann die Gerade I als die 
Ortslinie eines Punctes betrachtet werden, dessen in 
einer bestimmten Richtung gemessene Abstände von 
zwfei gegebenen Geraden V und V* ein gegebenes 
Verhältniss zu einander haben. Sei dies Yerhältniss, in- 
dem X' und X*' zwei beliebige positive oder negative Zahlen be- 
zeichnen, identisch mit dem Verhältnisse dieser Zahlen, so dass 
man hat 1 1 

so hat man die Grössen x' und x" sich entweder vermöge der 
Gleichungen 

ri2> ' — qTsing ,, ^ ^a''X"sina 

^ / "" ^ (iV+ÄOsinl^a?) ' "" "" ~(iV'+Ä") »in ('".«?) 
oder auch vermöge der Gleichungen 

rn^ ,. ^ A^sin(y,lO ._ A^^siu(y,£^0 
^^^^ "" "" i'sincJ' ' ^ - — iz/gind" 
zu bestimmen und die erhaltenen Zahlenwerthe für dieselben in 
die Gleichung (7) einzusetzen : dieselbe drückt alsdann den Ort 
aller Puncte P aus , deren Abstände il'P und JI"P von den bei- 
den gegebenen Geraden L* und L" in dem gegebenen Verhältnisse 
A" : X' stehen. 

Zur geometrischeB Construction der Ortsgeraden ist, da sie 

Durchschnitt von £' und V enthält, die Bestimmung eines 

zweiten Specialpunctes derselben ausreichend und man erhält diese 

Bestimmung durch die Bemerkung, dass die Gleichung (7) durch 

Addition aus den beiden einfacheren Gleichungen 

(14) xV = XT'd und x'V" = —XT% 
wo d eine beliebige positive oder negative Längenzahl bezeichnet, 
hergeleitet werden kann und dass mithin die diesen beiden Glei- 
chungen entsprechenden Geraden sich auf unserer Ortsgeraden 
durchschneiden. Nun sind^ zu Folge der Werthe von x' und tc" 
aus den Gleichungen (12) oder (13) die ebengenannten Gleichun- 
gen auch identisch entweder mit den Gleichungen 
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^« + c'-(«'+T-)«'°(''»>r. 



y+_a, + C' 



a sin o 



IL ii • 

<r 8in o 
oder mit den Gldchungen 

B! , C sind' ,,,^ 

y+-Z'^+-F= sin(y,lO ^^' 

. B" , C" sind« „_, 

y+i^'^ + l^= sin(y.I") ^'^•. 
In beiden Fällen erhellt aus den in dem §. 8. aufgestellten For- 
meln, dass die erste der Gleichungen (14) eine Parallele mit V 
in dem Abstände X"d und die zweite eine Parallele mit V* in 
dem Abstände X'd ausdrückt. Beide Parallelen sind, indem d be- 
liebig angenommen wird, leicht zu construiren und die gesuchte 
Ortsgerade verbindet alsdann deren Durchschnittspunct mit dem 
Durchschnitte der beiden gegebenen Geraden. 

Da in dem Verhaltnisse -p "• 777 die Grössen X* und A" al- 
gebraische Zahlengrössen bedeuten, so existiren oJETenbar immer 
zwei Ton einander verschiedene Ortsgerade, deren Puncte irgend 
welchen zwei gegebenen absoluten Zahlen m und n proportionale 
Abstände von den Geraden V und V* haben ; ' die eine entspricht 
der Annahme 

11 ,1 1 

und die andere der Annahme 

11 ,1 1 

U '' 11» ^^' — ** 17 ^ ^* jn ^ — •*• 

Die geometrischen Constructionen beider Ortsgeraden haben einen 
natürlichen Zusammenhang mit einander und werden demgemäss 
am passendsten zusammen ausgeführt. Bezeichnen wir dieselben 
durch die Symbole £| und Li , so sind ihre Gleichungen be- 
ziehungsweise ((Z|) x'ü' +x"[7" = 

^ ^ \ (Ii) x'ü' - x"P" = 0. 
4. Nehmen wir an, dass die Richtungen V und V in eine 
einzige l zusammenfallen, so erhalten vrir durch Weglassung der 
den Werthen von itf und x'* gemeinschaftlichen Factoren 
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X" 1 



und die entsprecheuden durch die Gleichung (15) ausgedrückten 
Ortsgeraden sind in der Figur (]9) construirt und für den spe- 
cialen Fall A' x= Ä" = 1 auch ift Figur (20). Zieht man da- 
selbst durch D eine Parallele mit der £| , welche die V in C 
durchschneidet und verbindet B mit C, so erhellt aus plaairoetri- 
schen Gründen, dass ABCD ein Paraileiogramm ist. Demgemäss 
stehen die Geraden L\ V , Ly und £2 in der geometrischen Re- 
lation zu einander , dass ihre RichtUBgen sich in ein Parallelo- 
gramm zusammenlegen lassen, dessen Seiten den Geraden £| , L^ 
und dessen Diagonalen den Geraden £', If* parallel sind, oder 
lEiuch umgekehrt in ein solches Parallelogramm, dessen Seiten den 
Geraden £^ V* und dessen Diagonalen den Geraden Z^, L^ par- 
allel sind. Das letztgenannte Parallelogramm wird erhalten, in- 
dem man durch D eine Parallele mit der V zieht und von deren 
Durchschnitt mit L" die Verbindende nach dem Durchschnitts- 
puncte der Diagonalen des ersten Parallelogrammes zieht. — Die 
Figur zeigt ferner, dass die Gerade £2 ^'^^ Ort ist für die Mitte 
aller zwischen den beiden Geraden V und V* befindlichen und 
mit der £| parallelen Stredien und umgekehrt die Gerade L^ der 
Ort für die Mitte alier zwischen denselben beiden Geraden V und 
L" befindlichen, aber mit der £2 parallelen Strecken. — Wenn, 
wie in Fig. 20 , A' =r X" ^ 1 , so zeigt die Construction , dass 
die Gerade £| der Richtung l parallel läuft. In der Tbat ist die 
Gleichung von £| 

oder, wenn man vereinigt und reducirt 

d. h. sie hat denselben Richtungscoefficienten, wie die Gerade £ 
Was nun die Gerade £2 anlangt, so ist sie ersichtlich der Ort 
aller Puncto, deren mit der Richtung l parallele Entfernungen von 
den Geraden l! und V* der Grösse nach gleich und dem Vorzei- 
chen nach entgegengesetzt sind, d. h. sie halbirt alle mit der { 
parallelen zwischen den Geraden V und V* befindlichen Strecken. 
Dem entsprediend ist die Gerade L^ der Ort derjenigen Puncto, 
welche von der £' und V^ nach Grösse und Vorzeichen gleiche 
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Eütfernuiigai haben. Dies lässt sick indessen nur dadurch veri* 
ficiren, dass mau die Fusspuncte der beiden der { parallelen Ent- 
fernnngslinien in dem Durchscfanittspuncte Ä der beiden gegebe- 
nen Geraden sidi zusammenfaUend denkt. Die analytische Betrach- 
tung liefert also zu Folge ihres allgemeinen Charakters auch diesen 
durchaus unwesentlichen Nebenfall. — Uebrigens ist die Li 
ersichtlidi auch noch der Ort derjenigen Puncle, deren mit der 
£2 parallele Abstände von der Geraden V und V^ sich wie 1 : — 1 
Terhalten. 

Nehmen wir an, dass die Winkel d' und d^' abgesehen vom 

Vorzeichen beide gleich -^ werden , so ist näher d' = 4- -ij- 

oder = s- und ebenso d" = + -zr ^^^ = 5~» Jß nach- 

dem die Winkel {L\ x) und (JJ\ x) beziehungsweise spitz oder 
stumpf sind. Die Grössen x' und x'^ werden nach Abstreifung 
der gemeinschaftlichen Factoren: 

oder auch 

(18) »' = 



x" = + 



VA'2_2i'Ä'cosa + Ä'2 • 



Vi"*— 2i"Ä"cosa + B"2' 

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem die Aus- 
drücke . *' j , ß" 

I TT-cosa und 1 — -r^rcoso 

Ä A 

gleiches oder ungleiches Vorzeichen haben. In Fig. 30 ist die 
Construction der den beiden letztgenannten Werthen von x' und 
x" entsprechenden Ortsgeraden Li und £2 ausgeführt und zwar 
unter der speciellen Annahme A^ = A" == 1. Da das System der 
Geraden £| und L^ alsdann den Ort derjenigen Puncte darstellt, 
deren senkrechte Entfernungen von den beiden gegebenen Geraden 
V und V der absoluten Grösse nach gleich sind, so sind die 
erstgenannten Geraden mit den Halbirungslinien der Winkel iden- 
tisch, welche die letztgenannten bilden, und wir kommen mithin 
auf denselben Gegenstand zurück , welcher am Schlüsse des S* '^^ 
betrachtet wurde. 

5. Die Gleichungen (15) stellen, wie wir gesehen haben, 
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das System zweier Geraden £| und £2 dar, deren Pancte von 
zwei gegebenen Geraden V und V* Abittände haben, die sich be- 
ziehungsweise, wie -Tj : -rjj- und -p : — -tt^ verhalten. Ziehen 

wir nun eine beliebige Transversale V ^ welche (cf. Fig. 19) die 
Geraden £| und £2 respective in den Puncten P| und P2, sowie 
die Geraden V und V* respective in den Puncten V und V* durch- 
schneiden möge, und setzen das, was aus den Ausdrücken TT und 
IT* durch Substitution der speciellen auf die Puncto P^ und P2 
bezüglichen Coordinatenwerthe an Stelle der allgemeinen wird, be- 
ziehungsweise gleich V\ und V*\ , V\ und IJ*\ , so erhält man 
leicht durch Benutzung der Relationen (8): 

* a sma 

jj^» ^ ^V+^' sin(f^a?) jj,,j> 
. * a* sino *' 

(19) <^.^.iV+Bl_«n^l^ 

o sino 

* a' sino ** 

Nun hat man gleichzeitig, weil die erste der Gleichungen (15) 
durch die Coordinaten des Punctes P| und die zweite durch die 
Coordinaten des Punctes P, befriedigt wird, 

x'ü'i +x"ü"i = 0, v!V\—%**V'\ = 0. 
Folglich erhält man , indem man an Stelle der verschiedenen U ihre 
Werthe aus (19) einsetzt und die allen Gliedern der beiden resul- 
tirenden Gleichungen gemeinschaftlichen Factoren herausdividirt: 
%\A!a* 4- ÄOil'fi + A^V + B'*)W% = 0, 
x'(^V + äO JT'Pj + x"(iV + 8**)^% =r 
und mit diesen Gleichungen sind die beiden folgenden Proportio- 
nen identisch 

il'Pi : JI"Pi = x''(iV + B'O : ~ x'UV + B% 
n% : WP2 = x"(4V + B") : + x'U'a' + B% 
d. h. die beiden Puncto P| und P2 sind solche in der Richtung der 
Strecke 11*11** gelegene Theilungspuncte, deren Abstände von den 
Endpuncten der Strecke abgesehen vom Vorzeichen dasselbe Yer- 
hältniss haben. Gemäss den Lehren des vorhergehenden Para- 
graphen sind mithin die vier Puncte 11* und n**j Pf und P2 ^^ 
diesen Stredien harmonisch gelegen und näher bilden ü* und JI^' 
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das eine Paar, und P^ und Pj das andere Paar (ionjugirter 
Puncte. 

Wenn man also eine Transversale in beliebiger Richtung bis 
zum Durchschnitt mit vier soldien Geraden £' und V\ £| und L^ 
zieht, dass die Gleichungen der beiden letzten sich in der Weise, 
wie die Gleichungen (15) zeigen, aus den Gleichungen (6) der 
beiden ersten zusammensetzen: so sind die vier Durchschnitts- 
puncte harmonisch gelegene Puncte und jene vier Geraden treffen 
in einem Puncto zusammen. Da nun diese Eigenschaften zu Folge 
der Elemente jedem Systeme von vier Harmonikaien zukommen, so 
definiren wir diesen Begriff analytisch, wie folgt: 

Vier Gerade von solcher Beschaff enkeit^ dass die Gleichungen 
der beiden leixten hervorgehen, indem man die mit irgend wel- 
chen Zahlenfactoren midtiplicirten Gleichungen der beiden ersten 
nach einander durch Addition und Subtraction verbindet, heissen 
ein harmonisdies System oder Bündel, und näher heissen sowohl 
die beiden ersten, wie die beiden letzten unter einander conjugirt 
oder zugeordnet. 

So wie die Gleichungen von Li und l^ durch Addition aus 
den Gleichungen von V und L" hervorgegangen sind, so kann 
man auch umgekehrt die letzteren Gleichungen aus den ersteren 
durch Addition und Subtraction herleiten. Diese reciproke Be- 
ziehung ist für harmonische Systeme wesentlich. 

Indem wir die oben bewiesene Eigenschaft eines harmoni- 
schen Systemes formuliren, bekommen wir das Theorem: 

Weitn man durch vier Harmonikaien eine beliebige Gerade 
hindurcUegt, so bestimmt dieselbe auf ersteren vier harmonisch 
gdegene Durchscknittspuncte. 

Die Puncte Pi und Pj li^^n in der Richtung der Strecke 
WW und ihre Abstände von den Endpuncten derselben haben 
abgesehen vom Vorzeichen ein und dasselbe Verhältniss. Demge- 
mäss, vrie im vorigen Paragraphen von uns gezeigt ist, liegt von 
den beiden Puncten Pi und P2 der eine zwischen den Endpunc* 
ten und der andere auf der Verlängerung der Strecke. Also 
enthält jeder concave Winkel (wie in der Fig. 19. iTi/T^ 
welchen ein Paar conjugirter Harmonikaien ein- 
sdiliesst, immer nur die eine Harmonikale des an- 
deren Paares: die zweite geht durch die Winkelräume 
der beiden Nebenwinkel hindurch. 



Mit Rüeksicbt ^ die vorbergeliendd Nummer spredien wir 
ferner folgende Sätze aus: 

Die Riehtuogen der Seiten und Diagonalen eines 
Parallelograromes lassen sich stets zu einem Irarmo- 
niscben Bündel zusammenlegen. Also kommt bebpids- 
weise ein solches zu Stande, wenn man durch die Durchschnitts' 
puncto Parallelen mit den Seitenlinien oder durch irgend einen 
Eckpunct eine Parallele zu der diesen Eckpunct nicht enthalten- 
den Diagonale zieht. Näher sind die Richtungen der Seiten unter 
einander' conjugirt nnd ebenso die Richtungen der beiden Dia* 
gonalen. 

Wenn evp harmonisches Bündel parallel mit 
einem seiner Strahlen durchschnitten wird, so hal- 
birt die diesem Strahle zugeordnete Harmonikale 
den zwischen den beiden andern Harmonikaien lie- 
genden Abschnitt der TransYersallinie. Umgekehrt, 
wenn eine Transversale durch irgend einen Strahl 
des Bändels halbirt wird, so ist sie dem zugeordne- 
ten Strahle desselben parallel. Ist nämlich CD «• BE, 
so liegt der vierte harmonische und mit der Mitte D conjugirte 
Punct zu den drei Puncten C, jD, E in unendlicher Entfernung 
vom Anfangspuncte : nun muss er auch auf der Harmonikaien Ly 
enthalten sein, also schneiden sich CE und £| in unendlicher 
Eintfernung oder beide Gerade sind parallel. 

Irgend zwei Gerade bestimmen mit den beiden 
Halbirungsiinien der vier um ihren Durchschnitts- 
punct herum liegenden Winkel ein harmonisches Bün- 
del, derartig, dass die gegebenen Geraden das eine Paar und die 
Halbirungsiinien das andere Paar conjugirter Harmooikaien bilden. 

Die Construction einer vierten Harmonikaien zu 
drei gegebenen kann namentlich vermöge des Satzes vom Par- 
allelogramm bequem ausgeführt werden. Sei das eine Paar con- 
jugirter Harmonikaien durch die Geraden £| und L^ gebildet ; man 
soll die zu der gleichfalls gegebenen V conjugirte Harmonikale fin- 
den. Man nehme auf der V den beliebigen Punct C an und ziehe 
durch denselben die Parallelen CD und CB zu den beiden conju- 
girten Geraden £| und L^i die mit der Diagonale BD des entstan- 
denen Parallelogrammes parallele Gerade V* ist alsdann die ge- 
suchte vierte Harmonikale zu den drei gegebenen Li^ L%^ V. 
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Die harmoBbche Proportion, welche aof jeder Transyersale 
statt findet, lässt sich auch auf die Sinus der Winkel übertragen, 
ivelche die Tier Harmonikaien eines und desselben Bündels mit 
einander bilden, d.h. man hat allgemein die Proportion 

sin(Zi, i'O • 8in(£", I2) = sin(I„ V) : sin(Z2iiO» 
Behufs des Beweises denken wir uns die Ordinatenaxe mit 
V* und die Abscissenaxe mit V znsammenfallend und nehmen ei- 
nen beliebigen der beiden von den Geraden V und V gebildeten 
Winkel, durch welchen die Gerade £2 hindurchgeht, zum Coordi- 
natenwinkel an: alsdann geht die Gerade £| durch die beiden 
Winkel (£", — V) und ( — £", £') hindurch und die Gleichungen 
Ton £2 und £1 sind beziehungsweise 

_ sin(£2,£0 _ 



und sin(£i,£0 



^ - , sin(£|,£') . 

Nun müssen die Gleidiungen V und V\ nämlich 

y = und a? s=3 0, 
die Gleichungen von Li und £2 durch Addition und Subtraction 
zu Folge haben. Mullipliciren wir also die zweite mit einem an- 
gemessen bestimmten Zahlenfactor x und addiren di^ resultirende 
Gleichung zur ersten, so sind die Gleichungen von £2 und £| 
auch beziehungsweise 

y — %x = und y + xj? = 0. 
Identificiren wir dieselben mit den vorhergefundenen Gleichnngsfor- 
men für diesdben Geraden, so folgt 

sin(£2,£0 . , . sin(£i,£'0 

y-^ = y- sin(£-,£2) ""' ^+^^ ^ s'+ii^hbr^ 

und diese Identitäten können ersichtlich nur bestehen, wenn man 
gleichzeitig hat 

_ sm(£2,£0 _ sin(£|,£0 

■" sin(£",£2) ™^ '^ - sin(£i,£'0 ' 
d. h. die behauptete Proportion muss statt haben. 

Umgekehrt, wenn diese Proportion zwischen 
den Sinus der von vier Geraden gebildeten Winkel 
statt findet^ so bilden diesc^lben ein harmonisches 
Bündel. 

6. Gleichungsforra einer geraden Linie, welche 
durch di^ beiden D^rchsdinittspuncte faindurcfageh't, 
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in denen zwei Paare von gegebenen Geraden sidi re* 
spective begegnen. 

Es seien uns zwei Gerade V und V gegeben durch die Glei- 
chungen (f) D* = y— a'a?— 6' = 

(O ü" = y— a"a?— 6" = 
und zwei andere li uhd {^ durch die Gleichungen 

(k) Ui = y — üiX—bi = 

(4) üi = y— oj«— 62 = 0. 
Alsdann ist jede Gerade, welche den Durchschnittspunct von ( 

und V' enthält, gegeben durch eine Gleichung von der Form 

U' + %ü" = 
und näher entspricht jedem speciellen Werthe von x* eine be- 
stimmte unter den unendlich vielen Geraden, welche den genann- 
ten Punct enthalten. Mithin muss ein specieller und reeller Werth 
von 7f! existiren, so dass die bezügliche Gerade auch noch durch 
den Durchschnitt der beiden anderen Geraden l^ und l^ hindurch- 
geht. 

Aus den nämlichen Gründen drückt die Gleichung 

D, + Af/j « 
für die verschiedenen Werthe von X alle nur möglichen Geraden 
aus, die durch den Durchschnitt von ^ und l^ hindurchgehen: 
mithin muss ein specieller und reeller Werth von X existiren, so 
dass die bezügliche Gerade auch noch den Durchschnitt von V und 
V enthält. 

Hiernach, wenn anders x und X in angemessener Weise be- 
stimmt sind, drücken die beiden vorhergehenden Gleichungen ein 
und dieselbe Gerade aus, d. h. es muss die Identität 

ü* + xü" = J7| + W^ 
für ein Paar zusammengehöriger und reeller Special- 
werthe von x und X eintreten. 

Zum Ueberflusse wollen wir die Existenz dieser beiden re- 
ellen Specialwerthe von x und X direct nachweisen. Zu dem 
Zwecke bringen wir die behauptete Identität auf die Form 
/i I ^ / g'+^fl^' 6'+x6'M 






so sind ersichtlich die nothwendigen und zureichenden Bedingun- 
gen für ihren Bestand die beiden Gleichungen 
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af+7caf' ^ Of+Aoa 

1 + x ^ 1 + A 
und V-^Kh" _ 6i 4 U^ 

1+x ~ 1+A • 
Entwickelt man sich hieraus die Werthe von A und setzt beide 
gleich, so folgt 

(a' - 02) + («"— aj)x (6'- 6^) + (*" - 62)« ' 

Wenn man nach Polenzen von x entwickelt und ordnet, so geht 
eine in Bezug auf x quadratische Gleichung hervor, die jedoch 
ohne Schwierigkeit auf die Form gebracht werden kann: 
(x + 1) [[(M"-a"6,) + ta%-ai6")+(ai62-a,6|)]x 

+ [(«2*'— ö'*2)+(A— Oi*') + (öift2 — Ml)]] = 0. 
Nun kann dieser Gleichung durch Annullation des ersten Factors 

im Allgemeinen nicht Genüge geschehen: denn man erhielte da- 
durch X =: — 1 und mithin enthielte die specielle den Durch- 
schnitt von {' und V* enthaltende Gerade V*—U' = den Durch- 
schnitt irgend welcher zweier willkürlich in der Ebene gelegener 
Geraden li und l^^ Demzufolge ist die Annullation des zweiten 
Factors allein statthaft und dieselbe liefert für x den folgenden 
Werth: _ (gg^ —a' 62) 4 {a' hi—ajV ) + {axh^~a^h^) 

"" " (ö26"-a"62) + (o"fti— fl,6'0+(ai62-aift.) ' 
Der entsprechende Werth von X folgt hieraus durch einfache Ver- 

tauschung der oberen und unteren Indices , nämlich 

{a!% -a2ft'0 + («2Ä'— a'ft2)+(a'Ä"— «"60 ' 
Wir bekommen also sowohl für x, wie für X einen einzigen und 
im Allgemeinen bestimmten reellen Zahlenwerth. Setzt man jeden 
in die bezügliche Gleichung ein, so bekommt man zwei mit einan- 
der identische Gleichungsformen der in Rede stehenden Verbin- 
dungslinie, nämlich 

t^' + xJT' == Di+At^a = 0. 

Uebrigens besteht der wesentliche Nutzen dieser Art die Glei- 
chung einer geraden Linie darzustellen, darin, dass die Berech- 
nung der Zahlenwerthe von x und h in der Mehrzahl der Fälle 
entbehrt und mithin ein weitläufiger Eliminationscalcül durch die 
Verimüpfung einfacher Symbole durch Addition oder Subtraction 
ersetzt wird. 
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7. Wenn die Geraden L\ V\ T" I« der 

Reihe nach gegeben sind durch die Gleichungen 

(19) J7' » 0, U* « 0, ü"* = 0, f/W s 

und die Grössen X\ V\ V**^ A^*) constante diesen 

Geraden beziehungsweise entsprechende Zahlenfac- 
toren bezeichnen, welche in Verbindung mit den Co- 
efficienten der Ausdrücke V gewisse andere Zahlen- 

factoren %\ x"^7(f*\ x<*> bestimmen: so stellt die 

durch die Gleichung 

(20) x'ü' + x**U" + x'"I7'"+ + x(»> t^W = 9 

ausgedrückte Gerade den geometrisdien Ort eines 
solchen Punctes dar, dessen algebraische Abstände 
von den primitiven Geraden £ nach Torhergegange- 
ner Multiplication mit dem bezüglichen Zahlencoef- 
ficienten X zusammengenommen eine gegebene Sum- 
me s haben. 

Die in Rede stehenden Entfernungen können entweder als 
parallel angesehen werden mit bestioomten den einzelnen Geraden 

L beziehui^sweise entsprechenden Richtungen ^ , l^, 4 , (« 

oder sie werden unter bestimmten den einzelnen Geraden £ gleidi- 
falls beziehungsweise ent^rechenden Winkelgrössen d| , dg , ds, 
... .. dti genommen. Je nachdem das Eine oder das Andere ange- 
nommen wird, hat man, indem x^*") I^^*") irgend einen spedelien 
Term der Ortsgleichung bezeichnet, als die unserem Theoreme zu 
Grunde liegende Voraussetzung entweder 

(21) x(«)=: ' a^^^l^^^Ana 

^ ^ [i4(«)a^«> + fi(«)]siIf(P«^a?) 

X^^^ sin g 

"* id(«> sin [/("»>, x] + fi^"») sin [y, l^^^] 
oder .22^ («) _ X(">) sin [y, £W] 

Denkt man sich Rehufs des Reweises für einen Augenblick 
(y, x) als die Coordinaten irgend eines speciellen der Geraden (20) 
angehürigen Punctes imd setzt für die Goeffieienten % ilve durch 

die Annahme i» = 1 , 2, 3, n aus «iser der Gleichungen 

(21) und (22) hervorgehenden Werthe in 4iie Ortsgleichung (20) 

ein , sowie auch für die Ausdrücke U\ ü", V", i/<»> ihre 

Werthe . welche sich , wie die Gleichungen <8) und (*) «eigen, 
jedenfalls als Multipla der Abstandslinien JI'P, WF, Il***F, 
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...,, Il^^f d^rstallen: «Isdsmp, wepn die geHrig^n Hediidippen 
Torg9Dp^un4^ werden, geht die in Rede stehende Qleichung öb^ 
in die folgende : 

(23!) A'.jnT+4l".JI'T+>l'".JI"T+ +iC»).JI(»)p q= s 

welche aussagt, dass irgend ein $pecieller Punct unserer Qrt^g^ 
raden die durch unser Theorem geforderte Eigenschaft hesitzt. 

Von besonderem Interesse sind diejenigen beiden speciellen 
Fälle, welche erbalten werden, entweder dadurch daßs di^ RicV 

tuDgen r, V\ in eine und dieselbe Richti^n^ ^ ä|)er^,ehen, 

oder dadurch dass die Winkel d^, dj, ^3, der absoluten 

TT 

Grösse nadi sammtlich gleich -^ werden, im ersten Falte bdkawh 

men wir die Summe der mit den Grössen X beziehjungs- 
weise multip licirten Segmente, welche von jedem 
Puncte der Ortsgeradeu aus auf einer der { paralle- 
len Transversale vermöge der Schnittpuncte demsel- 
ben mit dem Systeme der primitiven Geraden be- 
stimmt werden, aU eine unveränderliche Grösse «, 
aad iip eweiten Falle die Summe der mit den Zahlenfac- 
toren l omitiplicirten Perpendikel, welche von je- 
dem Puncte der Ortsgeraden aus auf die primitiven 
Qerad^i^ &i<^ fällen lassen, gleichfalls einer unver- 
änderlichen Grösse 9 gleich. 

Weni) allein die absoluten Werthe der Zahlengrösse l ins 
A»ge f^efafist werden, so muss man in den Gleichungen (20) und 
(23) jeden Term sowohl mit deip Vorzeichen + , wie fnif ^ejn 
Vor^^eichen — nehn^eu upd erhält dadurch 

(24) + x'ü' + x"i7" + x'"f7'"± + ac(">[7(*') = 8 

und 

(25) +<L^iI'p+^'^JI"^+i"^JI'"p+ +A(»mz(»)p^ ^, 

YiQ die oberen und unteren Vorzeichen jedßs Termes sich be- 
ziehung3weise entsprechen. Nun kann man der Gleichung (24), 
die n Glieder hat, durch verschiedenes Arrangement der Vorzei- 
chen im Allgemeinen 2*^ vqu einander verschiedene Formp geb^n 
und, da dieselben in Bezug auf y, x sänmitlich linear sind, er- 
giebt sich, dass dem Systeme der n primitiven Gera- 
den im Allgemeinen ein System von 2* Ortsgeraden 
entspreche, und dieselben haben eine solche geometrische Re- 
lation zu den gegebenen Geraden L, dass für irgend einen 
Schmim, U 



— 130 — 

Punct einer Ortsgeraden dessen als algebraische 
Grössen betrachtete Entfernungen von den primiti- 
ven Geraden mit gewissen absoluten Zablenfactoren 
multiplicirt ein Aggregat von unveränderlicher Grös- 
senbestimmtheit ausmachen. 

Man erkennt leicbt, dass dies System von 2" Gera- 
den in 2**~* Paare von je zwei mit einander paralle- 
len Geraden zerfällt. Denn die 2^ verschiedenen Formen, 
welche die Gleichung (24) gestattet, gruppiren sich zu zweien, so 
dass je zwei homologe Terme linker Hand entgegengesetzte Vor- 
zeichen haben, und vereinigt man die gleichstimmigen Glieder, so 
bekommt man zwei Gleichungen von der Form 

% + iVa? + = I 
— My — Nx — = s 

und dieselben gehören, da die aus ihnen hervorgehenden Rich- 
tungscoeföcienten gleich sind, parallelen Geraden an. Zugleich er- 
kennt man, dass in dem speciellen Falle 5 = je zwei 
solche Parallelen in eine Gerade zusammenfallen und mithin dem 
Systeme der primitiven Geraden ein System von nur 
2"-*^ Ortsgeraden entspricht. — Was die Construction ir- 
gend einer speciellen unter den Ortsgeraden anbetrißt, so ist es 
am passendsten dieselbe als die Verbindungslinie zweier bekannter 
Puncte zu betrachten. Solche Puncto werden erhalten, indem 
man irgend eine begrenzte Anzahl von Termen linker Hand gleich 
Null und die übrig bleibenden Termen für sich allein gleich s setzt. 
Die so erhaltenen Gleichungen stellen zwei Gerade dar, welche, 
indem sie Ortsgerade ausdrücken von der Art, wie die durch die 
Gleichung (24) dargestellten, sich auf eine geringere Anzahl pri- 
mitiver Geraden beziehen, und sofern diese Geraden construirt 
werden können, ist es statthaft ihren Durchschnittspunct als der 
Lage nach bestimmt anzusehen. Das allgemeine auf n primitive 
Gerade bezügliche Problem ist folgeweise zurückgeführt auf die 
Auflösung desselben Problems für eine geringere Anzahl von pri- 
mitiven Geraden. 
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§.11. 

Das vollständige Viereck, 

1 . Um eine Anwendung der eben entwickelten Principien zu 
geben, betrachten wir wieder ein vollständiges Viereck, dessen 
Seiten in Fig. 22. der Reihe nach 

A*BfC A"Bf'C A'V*C'* Ä"VC" 
sein mögen. Die Gleichungen dieser vier Geraden sollen bezie- 
hangsweise sein 

17=0 7=0 J7'=r0 F' = 0. 

Dies vorausgesetzt, da jede Diagouale zwei Eckpuncte des voll- 
ständigen Viereckes enthält und in jedem Eckpuncte zwei Vierecks- 
seiten sich durchschneiden,' erhält man die drei Diagonalen Ä*A'\ 
W\ C'C* durch je zwei mit einander identische Gleichungen 
dargestellt, nämlich 

(i'i'O V'\'XÜ' = 0, Y + x'V = 
(J^fi") Ü + IV « 0, F + A'ü' = 
{C'C") U + fiV = 0, U'+fi'V = 

und die CoefBcienten x, X, ^, x\ X\ fi* bezeichnen hier gewisse 
Zahlengrossen, auf deren wirkliche Berechnung es nicht ankommt, 
die sich aber unter aUen Umständen in eindeutiger und reeller 
Weise bestimmen lassen. Demgemäss bekommt man als für die 
Coordinaten der drei Durchschnittspuncte A^ B, C der Diagonalen 
respective gültig folgende drei Systeme von je vier simultanen 
Gleichnngen oder viehnehr, da sie paarweise mit einander iden- 
tisch sind, factisch von nur je zwei Gleichungen: 

(i) Ü+IV = 0, V + XV' « 

und U+fiV «= 0, U'+fi'V = 0, 

(B) U+xü' — 0, V + x'V = 
und ü+fiV = 0, J7'+iu'F' = 0, 

(C) ü+xW = 0, V+k'V = 
und. U+Xr = 0, V + XV = 0. 

Um Missverständnisse zu vermeiden wollen vdr noch ausdrücklich 
bemerken, dass man in dem auf A bezügUchen Systeme von 
vier Gleichungen sich die speciellen Coordinaten dieses Punctes an 
Stelle der allgemeinen, welche in die Ausdrücke U, U\ F, V 
eingehen, substituirt denken muss, und ähnlich verhält es sich 
mit den auf B und C bezüglichen Gleichungssystemen. Eliminirt 

9» 
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man aus jedem derselben die vier Grössen {7, 17', F, V\ so re- 
sultiren die folgenden drei Gleichungen 

Hieraus ergiebt sich 

und was die doppelten Vorzeichen anlangt, so werden wh: später 
die Unstatthafligkeit des unteren Vorzeichens darthun upd bemer- 
ken für jetzt nur, dass in allen drei Gleichungen entweder gleich- 
zeitig das obere oder gleichzeitig das untere Vorzeichen gültig ist. 
Denn nur unter dieser Voraussetzung erhalten wir z, B. durch 
Multiplication der beiden letzten Gleichungen die Glei(;{mng i/fi' 

s= Sl welche identisch ist mit der früheren Gleidinng Vfifi^scl, 

Betrachten wir jetzt diejenigen Geraden, welche jeden Eck- 
punct des Diagonaldreieckes ABC mit den bdden gleichnamigen 
Eckpuncten des vollständigen Viereckes verbinden, also z. B. 

cc\ cc. 

Da die Gerade C*C durch den Punet C geht, in welchen 
sich die beiden Diagonalen A*A*' und W* durchschneiden, so ist 
ihre Gleichung von der Form 

([7+x£^0 + K^+^'t?') = 0, 
wo Q wieder einen angemessen bestimmten Zahlenfeetor bezeick- 
net. Nun enthält dieselbe auch noch den Pnnct C'y dessen C«- 
ordinaten diejenigen speciellen Werthe von y, x sind, die den 
beiden Gleichungen 17 = und 7 t:± 

Genüge leisten. Mithin, indem wir für d«n Augenblick dei io 
den Ausdrücken 17, Ü\ V vorkommenden Grössen y, x diese spe- 
ciellen Coordinsrtenwerthe Hns substituirt dtenken, sind die drei 
vorhergehenden Gleichongeo simultan und babea ersichtlich lU 
Folge die Gleichung 

KU' + qX'W =» oder (x + qV)W - Q. 

Nun kann dieser Gleickuog nicht genügt «erden durcb ü' "? A* 

. «weil die Gerade £"(7" den Pupct C niebt «ntbält uod 4«r«m der 

idrnck 17' durch die Coordinaleuwerthe dieses Punetes Bifibt 

Verschwinden gebracht werden kann: also muss ihr Geofig^ 

beben durch die Relation 
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» + 9A' = 0» woher ^ = — -=7, 

Die Gleichung von C'C eriiält durch Einsetzung dieses Werthes 
Ton q die Form 

oder, wenn man zusaMnenaefat, 

V—^V = 0. 

Nun ist, wie firüber dargetban, ^' = i— i also -y; = +.fi. Die 

Gleidning toh C'C hat daher, je nachdem das obere oder untere 
Vorzeichen gftt, die Form ü — fiY = ^ oder ü + jwF = 0. Die 
letzte Gleiehteing gieht aber tielmehr die Diagonale C*C**B^ also 
ist die Gleichung von C'C notbwendig die erste, nimlich ü — fiT 
£= «fid in den drei obigen Formeln, welche 7^, k\ 11* bestim* 
tten, ist nor das obere Zeichen zulässig. 

Femer die Gerade C"C geht durch den Punct (7, also ist 
ihre Gleichung von der Form 

(F+ x'FO + crCF + UV) = 

iL X 

edel*, wem mm für vf und V ihre Werthe «— und — einMtst 

(fiV + XV) + aQiV + xW) = 0. 

Derselben geschieht nun Genüge durch die Coordinaten des Punc- 
tes C'\ welche ihre Bestimmung erhalten durch das gleichzeitige 
Bestehen der Gleichungen 

C7' == und V = 0. 

4l8o folgt dvrch Eiasetzmig der beiden letzten Gleichungen in die 
vorhergehende fiV + OfiV^Q, woher <r s= -^1. Durch Ein- 
setzung dieses Werthes wird die Gleiehung von C^'C (wo y, -w 
nun wieder laufende Coordinaten bezeichnen) 

(pL¥+lV')~ifiV+xU') = 
oder einfacher ^Cf— AF' = 0. 

Aehnlifdi I^et man sich die Gleidrangen von B'B und B"Bj sowii 
▼on ji^^ und Ä^'A ab und bekommt auf diese Weise überhaupt 
folgende Resultate: 

Die Cl^ichnngen delr drei Diagonalen haben die 
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iA!A*') U+7CÜ' = fiV +ir = 0, 
(Ä'Ä") U + XV = fiY +xU' = 0, 
(C'C'O U + fiV =xt^' + AF' = 0, 
und die Gleichungen derjenigen drei Paare von Ge- 
raden, welche die Eckpuncte des Diagonaldreieckes 
mit den gleichnamigen Eckpuncten des primitiven 
vollständigen Viereckes verbinden: 

(C'C) U—fzV = (C"C) xü'—XV = 

(Ä'Ä) ü— AF' = (fi"fi) fiV—xV = . 

(A'Ä) U—xW s= (i"4) fiV — XV = 0. 

2. Betrachten Wir jetzt unsere Figuration näher, so erhellt 
ohne Schwierigkeit, dass die vier Geraden, die sidi in 
jedem Eckpuncte sowohl unseres vollständigen Vier- 
eckes, wie auch des Diagonaldreieckes durchschneiden, 
respective harmonische Bündel bilden. Denn was zu- 
nächst die vier Geraden betrifft, die sich in einem Eckpuncte, 
z. B. A* des vollständigen Viereckes durchschneiden, so sind die 
beiden ersten, nämlich il'C'Ä' und A'ff*C*\ respective durch die 
Gleichungen CA = und t^' = 0, 

die beiden letzten, nämlich J^A und A*A** ^ respective durch die 
Gleichungen U—tcU' = und t^+x[7' = 
ausgedrückt. Da nun die beiden letzten Gleichungen aus den bei- 
den vorhergehenden durch Addition und Subtraction folgen, so 
drücken alle vier ein harmonisches System aus. 

Was ferner die Eckpuncte des Diagonaldreieckes betrifft, z.B. 
den Pnnct 0, so schneiden sich in demselben die Geraden A*A!' 
und fi'Ä", CG und C'*C. 

Die Gleichung von A^A" ist noch jede Verbindung ihrer bei- 
den identischen Formen durch Addition und Subtraction, also 
etwa U^xV—iiY—kY* =0 

und ebenso ist die Gleichung von B'V* 

U—xü'—fiV+lY' = 0. 
Die Addition und Subtraction dieser beiden Gleichungen ergiebt 

U—fAV = und xU' — lV = 0, 
d. h. sie hat die beiden Gleichungen von C^C und C **C zu Folge 
und diese beiden Geraden bilden also ihit A*A** und BfB*' zusam- 
men ein harmonisches Bündel. 

Die harmonischen Büschel um ii, ^, C herum werden von 
den Diagonalen A'A'\ B*B*\ C*C** respective durchschnitten und 
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zu Folge des Satzes ?on der Transversalen derartiger Büschel er- 
hält man unmittelbar das Theorem: 
Jede Diagonale eines voüstdndigen Viereckes wird durch die bei-- 
den anderen harmonisch geAeiU. 

Bemerken wir, dass die beiden Vierecksseiten B*C\ Bf*C**, 
die Diagonale BC und die Gerade A*A respective zu Gleichungen 
haben ü = 0, £^' = 0, ü + xü* = 0, U—xO* = 0, 
so erhellt, dass die Lage der Geraden ü — xü' = allein ab- 
hängt von den in U und ü^ vorkommenden Constanten, welche 
die Lage der Geraden B'C und B^^C festlegen, und ausserdem 
von der Constanten x, welche die Richtung der durch den Durch* 
schnitt von B'C und B^'C'^ gelegten Diagonale BC feststellt. Die 
Gerade A'Ä bleibt mithin unveränderlich, wie immer auch einer- 
seits der Punct A^' auf der festen Diagonale BC variire, und an- 
dererseits für jede nur mögliche Variation der beiden Seitenrich- 
tungen B^^C^ und B^C^\ welche durch diesen Punct A" hindurch^ 
gelegt werden. Hiermit ist das folgende Theorem bewiesen: 
Wenn in einem volbtändigen Yieredce ein Bckpunct fest ist und 
ausserdem die Richtung der Diagonale und der beiden Seiten, 
die, sich in diesem Eckpuncte begegnen, so liegt der Durch- 
schnittspunct der beiden anderen Diagonalen auf einer festen 
geraden Linie, welche, indem sie der gegebenen Diagonalrich- 
tung conjugirt ist, mit dieser und den ieiden festen Seitenrich- 
tungen ein harmonisches Bündd bildet. 

Vorstehendes Theorem giebt eine einfache Construc- 
tion der vierten Harmonikaien zu drei gegebenen 
Harmonikaien. Man nehme diejenige Harmonikale, mit. wel* 
eher die gesuchte conjugirt sein soll, als die feste Diagonakich- 
tung und die beiden anderen mit einander conjugirten Harmoni- 
kaien als feste Seitenrichtungen eiifes vollständigen Vierecks an; 
die beiden noch fehlenden Seitenrichtangen der Figuration ziehe 
man willkürlich von einem beliebigen Puncto der festen Diagonal* 
richtung: alsdann wird diejenige Gerade, welche den Durchschnitt 
der beiden anderen Diagonalen mit dem Scheitelpuncte der drei 
gegebenen Harmonikaien verbindet, die gesuchte vierte Harmonie 
kale darstellen. 

Es dürfte nicht überflüssig sein das zuletzt angefahrte Theo- 
rem auch direct zu erweisen. Man nehme A' zum Anfangspüncte 
der Coordinaten^ A^CB* zur.Axe der x und A'B*'C'* zur Axe der 



seien 17, ^, die Abscissen der bM<^n verättdwlibbfeii Puncte S" 
uii4 <?' i^iöSpectiVb *' ^^ aj^', We Ordinaten der ^beiden Verlnüer- 
lichen Puncle V* und C** respmite ^ md y. Alsdimn sind 
di^ GleJcbhtigtell der GieWdeA l''Ä' tfnd i"C', weH «1e respective 
die Puncte A"* ^d «', •!" und C" enthalten, zii Folge der Poi^ 
mel (4) des ^ctistbn t^äragrä^hißn : 

Setxen wir in diesen Ifilbicliungra !aß ^ • , so findete Wir <<ye spiB^ 
tsielieh Ordinalen ^ iind ^' dM*j^g^ birfde^n Puncle C' Itrtd i"', 
üi denen die bezügKdyen Geraden väVi 3er Ordih^iHixte «riti^ 
«linitten werden, nämliclk 

y te'-l ^ ^ "^ oj"— ? • 

{Ka jtoit die beidei Kagbkirieft B'fl" und CC'' bekäiftite 8töckb 
Yon den Axen ebsdfnmd^n, so biiid ihHd Glefichungen gem&sis der 
Formel <7) des §.-6 beciehijmigsw^fcise 

(C'C") ^^^ + ^ = 1 oder ^— ^'i- + :Sr = 1- 

ül^Naeh wir diese Gtäcbnbg)ßn ab {jA^idifeiBitiig Best^iond an, so 
bedeuten die Symbole y,iß nicht MftV taüf^ttd^ Göordinaten, SJön- 
ttem kfie sp^ciellen Coordinsiten itB Dur^biolihitl^nnctes 1, wel- 
tkt wir suchen, und wenn wir dieselbcU dArdi 8td)trackion mü 
^immttr yerbiiMten, so ergebt sidi 

• * « ' 1 1 1 
eine (Gleichung, welcher nicht durch die Annahme —, -57- = 

-ftenAgt Werden kann , Weil ^* und ix/' ifti Allgetneinen toü ^ittftti- 
i<er vehscbieden sein müssieh (denn 'mim rMucirCe stoh Als Vier^ 
eck auf ein Dreieiek); also ist Aies«lto nicht bnderis möglich, alft 
indem itaan setzt 

y — + 0? = oder 1/ = L- x 

und diese Gleidnmg ^eigt, daett Üer DoriiäHöhnftts^tifi^A (j^, ä») btf 
'eikier «erodeä liegt^ «« siistAk ikx f%Mi i' UfidnrtlllB^ üM 
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deren Richtung allein abhängt Wn dfer Lage der beiden Coordina- 
tenaxen und dem W^rlbe des QaotientlBn -j . Dft dieser Werth 

furaUe Punote (17^ ^ der Geradeb BC dersdbe Meibt, so bleibt 
die erwähnte Gerade Aeselbe, ^o Khan auch den Panct A^* auf 
der festen BC und wie man audi die lUchtuDCJIen der beideii Ge* 
raden Ä''B'C'' Ud ll"*"C" Verräcton mö^. 

Die Gleichung^ der Geraden B'€\ Bf'C BC^ JL'Ä sind 
jetzt der Reih^ liach 

y = 0, a? = 0, y = -^a?, y — — v», 

und da ersichtlich di^ beiden lehlfeü iiirth Addition und Subtrac- 
tion aus den beideh Ersten hervbrg^en, \erbellt, dass sie ein bar- 
monisciies SyMeni eomtitttir^n. 

Da, wie wnr bewiesen Kaben, <Ue Gerade ä*ä jedbnk Pbncti 
der BC entspricht, d. h. als der Ort des bezeichneten Aurch-* 
scimittspünctes A mk darstellt ^ wo auch A^' auf der festen BC 
aBgenotanmen werde; s« heisst diesdbe die Polare au jedem 
Puncto der BC in Bezug auf das System der beideil 
festen Geraden B^C* und B^*C'^ oder auch in Bezug auf 
den festeh Wiükei i^i'B^ fiKeraach> tti Folge des letzten 
Theoremes, kann man «vlA die Polare eines Punctes A^' 
in Bezug auf ißineu festen Wikikel S'A'B'' als die vierte 
Harmonikale definik^en iu den unter einander als 
conjugirt geltenden Sch)^hkeln dieses Winkels und 
der den Sch^itelpuntl A* mit diem gef eb^enen Pun'cte 
1" Yierbindenden. 

Xndlich bemerken wil-> dass Idie oben erwämten 6 Verbm^ 
dungslinien in folgender Weise sich zu je* dreien auisatnmen&ssien 
lassen: Ä'^A, B'B, C'C, 

»i'is «"», €'C, 
, i'i^ fi'B, €'% 
i'U, V<B, C'C 
and was §tt beiügliciieii Güeichungen betrifft, so entstifht jedd»^- 
mal dib dritte durch unmitidibalre Subtrisiotion aus den beiden vot^ 
bergehtenden: also dvrchsdineiden die sedis Verbiki* 
dunigslinien der EV^klpuntte des Diagonaldreieckes A%€ 
mit d'^n Eckf^iincten des tolistlndigen Vierseits siHSh 
aa j e Altai in <lfen tier l^uneten ^^ >fr, 'o, d* 
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§. 12. 
Theorie der TranÄversalen eines Dreiecks. 

1. Die drei Seiten des Drdeckes ABC in Fig. 22. mögen 
der Rühe nach durch L\ V\ V** bezeichnet wei^den und ihre 
Gleichungen seien beziehungsweise 

IV' =i'y + Ä'« + C" =0 (ij?) 
(1) \V" =i"y + B"a? + C' ^ (BC) 
\ J7"' = A!'*y + B'**x + C" = (Ci); 
ferner seien x', yf!\ Kt*** irgend welche willkürliche Constante: als- 
dann drücken die Gleichungen 

zwei Gerade aus, welche mit den v Geraden V und V um den 
Punct il herum ein harmonisches Bündel ausmachen, derartig, 
dass V und V\ sowie AA! und AA'^ unter sich conjugirt sind. 
Zu Folge der Natur dieser, harmomschen Beziehung ergiebt sich 
noch, dass die eine Gerade des letztgenannten Paares, welche zu 
Folge unserer Figur AA'* ist, die Fläche des Winkels BAO durch- 
schneidet, während die andere, welche ÄA* ist, durch die beiden 
Nebenwinkel von BAC hindurchgeht. A^ und A!* sind die Durch- 
schnittspuncte beider Harmonikaien mit BC. 

Ebenso bilden die Geraden BB* und BV*^ deren Gleichungen 

|x"f7" + x"'Z7"' «r iBBf) 
^^^ ix"l7"— x'"l7'" = (BÄ") 
sind , mit den beiden Geraden V* und V** um den Punct B herum 
ein harmonisches Bündel und zwar möge BV die den Wittkel ABC 
und BV die dessen- beide Nebenwinkel durchschneidende Harmo- 
nikale darstellen. 

Dies vorausgesetzt, drücken die Gleichungen 

I x'"£/'" + x'O' « {.CG) 
W [x'"ü"'— x'ü' - iCC*) 
gleichfalls zwei Gerade CG* und CC** aus, die mit den Geraden V 
und V** um den Punct C herum ersichtlich ein harmoitisches Bün- 
del bilden und ausserdem lässt sich darthun, dass die zweite dei^ 
selben den Winkel ACB^ die erste dagegen dessen bdde Neben- 
winkel durchsetzt. In der That die Gerade (7C, welche der zwei- 
ten der Gleichungen (4) entspricht^ da ihre Gleiehung durdi Sub- 
traction aus den. Gleichungen von ,AA!* und. JA'^ erhalten wird, 
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enthält den Durdischnitt d der beiden letztgenannten Geraden; sie 
ist demgemäss die den Punct d, der nothwendig innerhalb der 
Dreiecksfläche fallt, mit dem Puncte C Verbindende und geht folg- 
lich durch die Fläche des Winkels ACB hindurch. Hiermit er- 
giebt sich von selbst, dass die Gerade CC als die vierte Harmo- 
nikale zu den Geraden AC, BC, C**C innerhalb der beiden Ne- 
benwinkelflächen von ACB zu liegen kommt. 

Aus dem eben geführten Beweise folgt, dass die Geraden 
AA*\ BBf' CC* sich in dem Puncte d durchschneiden. Aus ahn* 
liehen Gründen begegnen sich die Geraden AA', BB\ CC in dem 
Puncte c, die Geraden BB\ CC\ AA'* in dem Puncte a und die 

Geraden CC, AA!^ BB'* in dem Puncte 6. Also die f ' = } 

15 Durchschnittspuncte, welche unsere sechs Geraden AA' und^i'', 
BB* und BV\ CC* und CG'* im Allgemeinen mit einander bilden, 
reduciren sich auf die drei Eckpuncte des primitiven Dreieckes 
ABC und auf die vier Puncte a, fr, c, d, von denen jeder drei 
in einen zusammenfallende Schnittpuncte repräsentirt. 

Bebufs des geometrischen Verständnisses dieser Resultate 
entlehnen wir den Elementen folgende Definitionen. Eine Gerade, 
welche sämmtlfbhe Seiten eines Vielecks durchschneidet, heisst 
eine Transversale dieses Vieleckes und die beiden Strek- 
ken, welche auf jeder Vielecksseite von den bezüglichen Durch- 
schnittspuncten an bis zu den Endpuncten hin bestimmt werden, 
heissen die Segmente dieser Vielecksseite in Bezug 
auf die transversale. Geht die Transversale durch einen 
Eckpunct des Vieleckes, so heisst sie eine Ecktransversale und 
zwar eine innere oder äussere, je nachdem sie die Fläche des 
Polygones durchschneidet oder nicht durchschneidet. Von den Seg- 
menten , welche jeder der beiden in diesem Eckpuncte zusammen- 
stossenden Seitenlinien entsprechen, ist das Eine der Null gleich 
und das Andere die bezügliche Seitenlinie selber. 

In Uebereinstimmung mit diesen Definitionen stellen die 
ersten der Gleichungen (2), (3), (4) drei äussere Ecktransversalen 
und die zweiten drei innere Ecktransversaleu derartig dar, dass 
diese sechs Transversalen mit den Seitenrichtungen des gegebenen 
Dreieckes drei harmonische Bündel zusammensetzen. Zugleich er- 
hellt das Theorem: 
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Die Srei fhWtten Transversäteh des ^l-l^tt^bi briketleei 
eehneidetk sich in einem einzigen Puncte und jede innere auf it- 
gend einen Eckpuntt bezügliche Transversale sehneidet steh fnil 
den beiden gegenüberliegenden äusseren Transversalen ^dchfaXls 
in einem Puncte. 

Betracliten wir hieraoT die sechs Darchschnitts(puiicte Ä' utkA 
il", B' und Ä", C" und C^ welche das System unserer secte 
Transversahn auf den Riohfiangeü der befeüglicheta Gegenacifen bil- 
det, so müssten düeselbea der aUgemeineu Regel ztt Cbige gleicfa«- 

6 5 
Falls -p-ö" ^ 15 Verbindungsgerade bestimmen, oder wenn man 

die Dreiecksseiten Bd CA, AB abrechnet, ausser diesen noch 12. 
Indessen erhellt leicht, äass die bezeichneten Puncte sich zu je 
drei auf Tier gerade Linien vmtheilen, deren jede drei in eine 
Richtung zusammienfarileiide Verbindungsgerade vertritt. Mit Rück- 
sicht auf die Figur ist das System dieser vier Geraden durch fol- 
gendes Gleichuiigsschema dargestellt: 

x'G' + k"Z7" + *'"[?"' = {A'CB"} 
. . , x'[7' + x"<7" — x"'ü'" = (i'(7"Ä") 
^^} Jx'f/'— x"(7" + x"'ü'" = (il"C'Ä'0 

Dass z.B. die erste dieser Gleichungen eine Gerade darstellt, wel- 
che die drei Puncte A\ B\ C enthält^ geht daraus hervor^ dass 
diese Gleichung durch Addition sich* ergiebt aus den Gleichungen 
von AA! und B€, welche sich in A* durchschneiden« ferner aus 
den Gleichungen von BB* und Ci, welche sich in B* durchschnei- 
den, endlich aus den Gleichungen von CG* und AB, welche sich 
in C durchschneiden: folglich liegen die drei Puncte A!^ B[^ C* 
auf der in Rede stehenden Geradea Ebenso ergiebt sich die 
zweite der Gleichungen (5) durch Subtraction aus den Gleichuii^en 
von AA* und BC, durch Addition aus den Gleichungen toxi BB" 
und AC, durch Subtraction aus den Gleichungen von AB und CCi 
folglich liegen die drei Puncte A\ B", €** auf der bezüglichen Ge- 
»t^den. Analog wird der Beweis für die beiden letzten Gleichungen 
geführt und man kann nun das weitere Theorem aussprechen: 

Die drei Durchschnittspuncte , welche von den drei äusseteh 
Trarisveinsdlen , auf den bezüglichen Dreiecksseiten bestifnnu wi^- 
d(hi, lieg^ ih gerader Linie. Ebenso liegen die drei DuYch- 
schnittspuncte, welche je einer äusseren TransvefiäUk UM dih 'bei"- 
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faUs in gerader Linie» 

Das System der hierdiurch bestinmiten vier geraiden Linien 
bildet ein voUstandiges Viereck , dessen Diagopaidreiiick identisch 
ist mit dem primitiven Dreiecke. Aus diesiew Qruode Hana mai^ 
daß vollständige Viereck als dem primitiven Dreiecke 
zugehörig oder conjugirt bezeichnen. 

Jeder Eckpunct des primitiven Dreieckes, sowie auch des 
zugehörigen volbtändigen Viereckes ist der Mittelpunct eines har- 
monischen pündeb. In folge dessen wird jede Diagonale des 
voüstdndigen Viereckes durch die beiden anderen harmonisch ge- 
theilt. 

V^as die Eckpuncte des primitiven Dreieckes anlangt, so 
sind sie nach der Voraussetzung beziehungsweise die Mittelpuncte 
solcher harmonischen Büschel, welche aus je zwei Dreiecksseiteil 
nud je zwei zugehörigen Ecktransversalen sich zusammensetzen. 
Betrachten wir ii^nd einen Eckpunct des vollständigen Vierecks, 
z. B. A\ so stossen in demselben die beiden Geraden A^CV nnd 
A^C**V* zusammen. Die Gleichungen derselben haben durch Addi* 
tion zu Folge 

2x'ü' + 2x"ü" = 0, woher WÜ' + ^'U'* » 
und durch Subtraction 

2x'"ü'" =s 0, woher V" = 0. 
Da nun die beiden letzten Gleichungen den Geraden AA' und AC 
angehören, so bilden dieselben mit den beiden erstgenannten Ge* 
raden ein harmonisches Bündel und zwar gehen in dasselbe hinein 
die beiden in dem gewählten Edipuncte zusammenstossenden Vier- 
ecksseiten, die diesem Eckpuncte entsprechende Diagonale und 
dessen Verbindungslinie mit dem Durchschnitte der beiden anderen 
Biagoni|Ien. 

{L Die Sätie dar yvorhengehenden Nummer sind wesentbch 
identisch mit den Sätzen vom .vollständigen Viereck, wie dieselhen 
nn vorber^heBden Paragraphen ausgesprochen sind. Uni dies ein- 
zusehen ist nur der Nachweis erforderlich, dass das vollständige 
Viereck, zu W0lchem wir vermöge der Ecktrans versaleQ des pri- 
mitiven Drtieokes gehngen, mH jedem beliebigen als zusammen- 
faUettd gedadit werden kann , d. h. dass die vier Gleichungen (5), 
wenn anders die darin enthaltenen willkürlichen Constanten A', 
i". i'", Bf, Bf', r'. C\ C", C'\ < ^^ W'' angeme««» twr 
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stimmt werden, mit den Gleichangen Ton irgend welchen yiet be- 
liebigen Geraden, nämlich 

(6) y — i^a?— Ä| = 0, y—A^x—B^ = 0, 
y — iaflp— »3 = 0, y—Ä^x—B^ = 
identificirt werden können. 

Nehmen wir grösserer Einfachheit halber, wie es statthaft 

ist, die Gleichungen von L\ V\ V" als auf ihre reducirte Form 
gebracht an, so können wir setzen 

A' =1, i" = 1 , i'" = 1, 

B' = — a', B" = — a", Ä'" = -a"', 

a = —h\' C = —6", C'" = —6'", 
und die Gleichungen (5) kommen dadurch auf die Form 

(7) ^ 

(x'+ x"+ x"Oy - (xV+x V + x"'a"')x— (xV + x"6"+x"V) = o' 
(x' + x"-x"0 y — (x'a' + x"a"—xf"af") x — (x'6' + x"b"—)f"'b"') = 
(x'— x" + x'") y — (x V— X V + x" V") aj — (x'J'— x"6" + xn"') = 
(x'_x"_x"') y — (x V— «V— x'V'O X — (x'i'- x"6"— x"'6"0 = 0. 
Die Bedingungsgleichuogen für die Identität der Gleichungen (6) 
und (7) sind demgemäss 

/i4i(x'+x"+x"') = x'o'+x"a"+x"V" 

Uj(x'+x"— x"') = xV+xV— x'V" 

jiisCx'— x"H-x"') = xV— x'V' + x"V 

Vi4(— x'+x"+x"0 = _xV+x"a"+x' 



(8) 



■'"a"' 



und 



(9) 



Bt(,x'+x"+x"') = x'6'+x"*"+x'"J'" 
Bj(x'+x"— x"0 = *'b'+i^'b"—x'"b"' 
J?3(x'— x"+x"') = x'6'— x"6"+xn'" 
Bt(r-x'+x"+x"') x= — x'6'+x"6"+x'"6"'. 

Aus dem Systeme der Gleichungen (8) ergiebt sich Termdge einer 
Reihe sehr einfacher Combinationen durch Addition und Sub- 
traction : 

Aiin' + x" + x'") + ij(x' + x"— x'") + i,<*'— «" + x"0 

- i4(— x' + x" + x"0 = 4x'o' 

ij(x' + x" + x"') + ijCx' + x"— x'") — is(x'— x" + x"0 



(10) 



H^ti 



+ ii4(— x' + x" + x'") = 4x"a 



ii(x' + x" + x'"; — A^{7c' + x"— x"0 + ^3(x'_x'' + x'") 

+ i4(— x' + x" + x'") == 4x'V" 

und ebenso aus dem Systeme der Gleichungen (9) 
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Bi(%' + x" + O + «2(3«' + x"-Hx"0 + Ä3(x'— x" + x'") 

— Ä4(— x' + x" + x'") =. 4x'6', 

., ,. .Ä|(X' + X" + X"0 + Ä2(X' + X"— X"0 — Ä3(X'- X" + X"0 

^^^M + JJ4(— x' + x" + x''0 = 4x"6", 

Äl(x' + X" + X"') — Ä2(^' + X" — X"0 + JJ3{x'— X" + X"0 

+ B^(—x' + x" + x"0 = 4x'"6'". 
Zieht man endlich die jedesmalige erste der Gleichungen (8) und 
(9) von der Summe der drei übrigen ab, so folgen die beiden 
Gleichungen: 

-4i(x'+x''+x"0 + M^'+x"— x"0 + iaCx' — x"+x'") 

^^^J ^— Äj(x'+X"+X"0 + Ä2(X' + X"— X'") + Ä3(X' — X" + X'") 

+ Ä4(— X' + X" + X"0 = 0, 

welche in Bezug auf x^ x", x"' homogen und linear sind und da- 

x" x'" 

her die Verhältnisse der Grössen, etwa —3- und — 7-, auf wel- 

x' x' 

che es allein ankommt , reell und in eindeutiger Weise bestimmen. 

Nimmt man einen der Zahlenfactoren x\ x^\ x"' willkürlidh an, so 

sind die beiden anderen mithin bestimmt und jedes beliebige Mul- 

tiplum der drei so erhaltenen Zahlen liefert drei neue Werthe von 

%!, x", x"\ welche den Gleichungen (12) Genüge leisten. 

x"^ x"' 

Nach Bestimmung der Grössen — 7- und — ;— sind die Co- 

efpcienten a', a", a'" und b\ V\ V** vermöge der Gleichungen (10) 
und (11), die wir uns s|mmtlich durch x' durchdividirt denken, 
gleichfalls reell und in eindeutiger Weise bestimmt. 

3. Verlängert man jede Seite des primitiven Dreieckes ABC 
ober beide Endpuncte hinaus, so zerßllt die unbegrenzte Ebene 
in sieben Räume, von denen einer nach allen Seiten umschlossen 
und durch das primitive Dreieck sdbst gebildet wird: die anderen 
sind nach je einer Seite hin offen und zwar sind drei davon die 
Scheitelwinkelraume zu den inneren Dreieckswinkeln und die an- 
deren stellen sich als Aussenwinkelräume dar, gebildet durch je 
eine Seite mit den ihr anliegenden Verlängerungen der beiden an- 
deren Seiten. Wir wollen (of. Fig. 23) die Dreiecksfläche durch 
A, die den Puncten il, JR, C entsprechenden Scheitelwinkelräume 
beziehungsweise durch A', A'^ A^'^ und die ihnen gegenüberlie- 
genden, beziehungsweise den Seiten BC, CA^ AB entspreehenden 
Aussenwinkehräume mit A;, A,,, /^f,, bezeichnen« 



Dies iramiißge8^t:&t d^en wir qna ^n^ PiuiQt> ^er nach 
und nach a}ie nur denU>areii Ldgw iq der Ebene einnimmt: so 
wird jedß momentane I^ge i deg^elben yoa den das^ Dmeck bil- 
denden Gerolden L\ i^, L^^ nach Grösse ujfid Vorzeichen bestimmte 
At^tande HT, n'^P, JJ'^'P haben, die w ii«eiul w^acben festen 
Richtungen {', ^^ V* J^ziehungs^eise parallel machen. So lange 
Qup der Punct P in oinem begünnsiten unter deo SiM»ea. ^ep gd- 
lia^pnben Flachenrämpen bleibt, bew^hrep die amf einf) l^e^ebige 
Dreiecksseite bezüglichen und den verschiedenen Lagen df^ftf^^p 
ept^precbenden Ab^ändß ein und dasselbe Vorzeichen: also, wenn 
der Punct P ivgend wo in dem Fiäcbenraume A liegt, hat jede 
der drei Abstandslinien il'P, Tl^'f^ IJ^^F eip g^n? bestimmtes 
und unveränderliches Vorzeichen. Geht der Punct P aus der 
FUcbe A heraus und tritt \^ eine der a^greosendf^n SobeitjilYiii- 
kelfilächen über, so kehren die auf diejenigen beiden Seiten, deren 
Yerlängerungeii die Scheitelwinkel bilden, bezüglichen Abstands- 
Uniep ersichtlich ihr Y^M'zeichfvp ufn; wahrend die 4i|rUte Ab&tan«)^- 
linie ihr Vorzeichen beibeh|ü(, Dagegen, wenn der Funct jp 911s 
der Flä^e A in eine Ausseiii'wiÄ^eifiäche übergebt, 9p ^iiK}^^ t i^ich 
pur daift Vorzeichen der Absland^linie von deij^uigen SeitjBOf'ipbAung, 
welche die be^Pglichie Aus^e^winkeUlache yoa der InnenQädie d^ 
Dreieckes scheidet, und die beiden anderen behalten ihr Vorzei- 
eben unverändert bei. Hiernach haben für zwei verschiedene La- 
geq des Pfiüi^ctea P> von depen clie en»e einer Scbeitelwij^t^elQl^che 
und die apd^fi der gerade gegepub^r stehendfeaAMs^^wii^eJfljIche 
zugehört, die drei ip Rede st^e^dea AJbstaodsUpiep difrclk^u^ ent- 
g^genge^ietzte Vpr^i^p und c^pe der acht ^eid^epcQpbinationen, 
iwelcbe an und fpr sich n^qgU<;h sind» is| ubqrhaup^ ii](:^t ^i^' 
haft, nämlich diejenigi^» wf^lche entgegengesetzt i^t ^d 4m^^f9» 
welche der Lage d^s Punctes P in der Inn/Q^lliuche A enl,smficbt 

Nehmep w an, di^ß die drei fiio)iti|nge» l\ V\ \i" re- 
apective senkrßcbt ^«ien auf dep G^^dep £^ X^ j^'^': a)^4^ 
i^eigt jede beliebige Figur, dfifß, indem P inperbalb der Fiäche A 
liegt , wo auch die Ab&ci^ßenax^^ apgenppunep iKerd«!» die 4rei Ab- 
etondslioien II* P, W'Pa Il'"P nieipaU gieif^ho» Zeichep ^1^4^^; 
«iekuehr sind zwei pQMtiY upd «ipe PAgativ i\^ ;Htnge|^e^ v9^\ 
aegativ und «»n« po^^^iv. Ebepda^i^el^f ^xM\i m^.y ^Pm # 
Bichtungen V, 2^ V^ in eipe l zu9apimep{4UfMii| w4^^ il^eif|iq: der 
Dreiecksseiten L\ £^ V" ^difßßl l^pft. 
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Indem einer der beiden eben erwähnten Fälle eintritt, m&^ 
gen V ond V diejenigen Seitenrichtungen vorstellen, deren Ent- 
feranngen von irgend einem Puncte der Innenfläche A gleiche 
Yorzeichen haben: alsdann, bei einiger Aufmerksamkeit, überzeugt 
man sich leicht, dass die Vorzeichenbestimmung nach der folgeiH 
den Regel erfolgen kann: die drei Abstandslinien iT'P, 
II"P, n^^*P haben einerlei (nach der Lage der Coordinaten- 
axen entweder positives oder negatives) Vorzeichen, wenn von 
den bezüglichen Seitenrichtungen L\ L", V aus gese- 
hen die beiden ersten auf der nachder Dreiecksfläche 
A hingewandten Seite von V und* £'', die letzte dage- 
gen auf der dieser Fläche abgewandten Seite von L"* 
za liegen kommt Das entgegengesetzteZeichen tritt 
beziehungsweise für JT'Pnnd iT^'Pein, wenn sie der 
Dreiecksfläche abgewandt sind, und für i7"'P, wenn 
sich dasselbe der Dreiecksfläche zuwendet. — In 
Fig. 23 finden sich alle sieben Flächenräume verzeichnet und je- 
dem Flächenraume ist die ihm entsprechende Zeichencombinaüon 
eingeschrieben ^ dergestalt dass das erste Vorzeichen jeder Combi- 
nation auf den Abstand von L\ das zweite auf den Abstand von 
t* und das dritte auf den Abstand von L'" geht Es hält nicht 
schwer unzählig viele Axensysteme anzugeben, auf welche diese 
Zeichenbestimmung passt — Die unmögliche Zeichencombination 

ist in unserer Figur h , d. h. es existirt kein Punct P in 

der Ebene so, dass 11' P und II^'P beide negativ und zugleich 
W"P positiv ausfiele. Ebensowenig, wie man auch das Axensy- 
stem wähle, können die auf einen Punct der Innenfläche A be- 
zogenen Abstandslinien alle drei gleichzeitig positiv oder negativ 
ausfallen. 

Indem wir diese Vorzeichenbestimmung zu Grunde legen, wol- 
len wir, wie es statthaft ist, i' = Ä^' = A'^' s? I annehmen: 
alsdann bedeuten die Ausdrücke 0\ U'\ V'** geradezu die mit 
einer beliebig gewählten Ordinatenaxe parallelen Abstände des Punc- 
tes P von den drei Dreiecksseiten, nämlich JI'P, IT'^P, JI'"P, 
und von den drei Constanten x', vf\ %*" haben die beiden ersten 
unter einander gleiches und von der dritten verschiedenes Zeichen. 
Denn da nach unserer Voraussetzung die drei Geraden AÄ"^ BB'\ 
CC* innere Ecktransversalen darstellen, so müssen die drei Glei- 
chungen derselben, nämlich 
SOmm I. 10 



- I4tf — 

gleichzatig für die Coordinatea des PQn€4e$ i liestebeo, der (et 

Fig. 22) innerhalb der Dreiecksfläche A oder ABC liegt, uiid 68 

muss atao, indem die aaf den Punct d beeuglichen Werthe Yon 

V^ ond ü*' beide positiv, dagegen der Werth Ton ü*^ negaiiv ist, 

X* x" %'" 

jj- positiv und — ttti sowie — j- negativ sein: also haben x' und 



x'' gleiches , dagegen x'^ vnd x^^ , sowie x^^' mid x' wgleiebes Ze- 
chen. Dem entsprechend könneii wir entweder %' und »" l^e 
^6 positiv und x''' als n^ativ aAnehineii« oder auch xf «pd x^' 
betete als negativ und x'^' als positiv* 

4. Die gecunetrisehe Bedeutung der vier Poncte a, ft» «, d 
erhellt ob»e Schwierigkeit. 

Bezeichnet mao nämlich die drei «üt der Ordinatei»axe par* 
allelen Entfernungen des PuJ)ctes a ^on den drei Seitemidhtun- 
gen L\ V\ V*' beziehungsweise mit a\ a'\ ol** und legt den Sym- 
bolen *', t", 6'", c', c", c'" und <i', X\ d'" ähnöche Bedeutung^ 
unter, so gehea «unächst die Ausdrücke (7^, IJ^\ IS**\ wenn man 
in ihnen die speciellen Coordinaten des Punctes a an Stelle der 
aUgeneiiieD substituirt, respeqüve ^er in a', ct*f ^**' und da der 
Punct a den drei Geraden AA^, BB\ CG* gleichzeitig angehört, so 
hat mau 

(13) 9^'a'~x''a'' * 0, xV'+»"V" =p 0, x'V" +xV — 0, 
woher flV ..//.„//._ J:. . J_ . L 



X" X' 



Auf ganz ähoUcbem Wege ergiebt sich 

V : b'' : b'" = — 



femer 



c' : c" : c'" 



und endlich ^ . ^^ . ^y/ _ 





1 

• 


l 1 

^^ 1 • ^^^^ 




X X 


1 


• 
• 


1 1 


1 


* 


l 1 

■ 1 ■ 1 • ^n ■- 



X' x" • X'" 



Die nähere Betrachtung dieser Relation«« fiihrt sogloidi auf das 
Theorem: £s existiren vier Punct« in der £beiae jedes 
gegebenen Dreieckes von der Beschaffenheit, dass 
ihre einer bestimmten Richtung parallelen Abstjijide 
von den drei Seitenrichtungen sich, abgesehen vom 
Vorzeichen, wie drei gegebene Proportiooalaablen 
verhalten. 



Wa9 die CoDstmctioB derselben «nbvgt, so bemerken wir 
lunicbst, dass, sobald einer gegeben ist, die anderen auf sehr 
einfacibe Art erhalten werden. Analytisch folgt dies aus dem Um- 
stände, dasa, wem s. B. der Punct « durch seine Coordiuaten* 
wertbe gegeben ist, aus dem Systeme der gleichzeitigen Gleichun- 

gen (13) die Werlhe der Verhältnisse — y und — 7-, auf welche 

es allein asdfcomiRt, sogleich resukiren. Indem wir also eine der 
drei Grössen x^ x*\ x*** willkürlich annabmeoi sind die beiden 
anderen anf eindeutige Art bestimmt und mithin sind es auch die 
sechs Transversalen AA\ AA** etc., weil in ihren be^Aglichep 
Gleichungen ausser den laufenden Coordinaten nur bekannte Grös- 
sen vorkommen. 

Geometrisch erbellt dasselbe ohne Schwierigkeit» Denn, wenp 
einer der vier Puocte o, i, c, d willkürlich angenommen wird , so 
•sind wunittelbar die drei Transversalen gegeben , welche denselben 
mit dei» drm Eckpuncten des primitiven Dreieckes verbinden , und 
man erhalt so drei Systeme von je drei Geraden, die sich in den 
Eei|MUKtea d0S gegebenen Dreieckes beziehungsweise begegnen. 
Indem man zu irgend einem dieser Systeme die vierte Harmoni- 
kaie eoostniirt, gewinnt man eine vierte Ecktransversale. Die 
beiden nodi fehlenden sind zu Folge des ersten in diesem g. aus- 
gesprochieMn Tfaeoremes dieVerbiuduogsliaisn von je zwei bekannt* 
\m PniKten, wenn man es anders nicht vorzieht sie gleichfalls 
als vierte Harmonikaien zu drei gegebenen zu bestimmen. 

Wenn die fds absolut gedachten Proportionalzahlen m\ m**, 
mf*^j jaäaaüch 



tsgeban «ind» wekhe das Yerhältniss der Abstände der gesuchten 
Pallete von 'den Dreieciksseitein bestimmen, so conatruire man sich 
irgend zwei Ortsgerade von der Beschaffenheit, dass die der gege- 
benen Richtung parallelen Abstände , welche die Puucte derselben 
Ton den Dreiecksseiten £^ £'' und £^ £''' haben , sich beziehungs- 
weise wie mf : mf' und wie mf : mf'' verhalten. Der Schnittpunct 
beider Geraden ist einer der gesuchten Puncte a, (, c, d und die 
übrigen drei können alsdann, wie eben auseinander gesetzt, leicht 
erhalten werden. 

Wenn übrigens unter m', m\ wl" aigobraiscbe Zahlen ver- 

10* 



— 148 — 

Btanden werden, so existirt immer nur ein Punct in der Dreiecks- 
ebene, dessen Abstände Ton den Seiten des Dreieckes sich nach 
Grösse and Vorzeichen wie fnf\mf*\mf" Terhalten; die Constnic- 
tion desselben hat keine Schwierigkeit; denn zu Folge der in der 
vorhergehenden Nummer aufgestellten Zeichenregel ist es leicht, 
denjenigen der sieben Flächenräume A, A' etc. zu bestimmen, 
innerhalb dessen der gesuchte Punct zu liegen kommt, oder auch 
sich zwei solche Ecktransversalen zu construiren, auf denen er 
gleichzeitig enthalten sein muss. 

Unmittelbar aus der Form der Gleichungen (5) fliesst noch 
folgendes Theorem: 

Jtdes voüstdndige Vierseü ist (indem die erzeugenden Gera- 
den als unbegrenzt gedacht werden) der geometrische Ort eines 
Punctes von der Beschaffenheit, dass dessen irgend einer bestimm- 
ten Richtung parallele Abstände von den drei DiagonaUinien , tn* 
dem sie in drei diesen Diagonalen entsprechende Constante be- 
ziehungsweise muUiplicirt werden, solche Producte hervorbrir^en, 
die sich zu einer der Nuü gleichen Aggregation zusammens^en. 
— Die Natur des Aggregates , d. h. die Folge der die einzehien 
Glieder verbindenden Vorzeichen , ist' für jede specielle Vierecks- 
seite eine fest bestimmte und unveränderliche; die Abstandslinien 
dagegen gehen in das Aggregat ein als algebraische Längenzahleo, 
deren Vorzeichen davon abhängt, in welchen der sieben durch 
das Diagonaldreieck bestimmten Flächenräume der bezügliche Punct 
P zu liegen kommt. 

Das Theorem gilt auch noch, wenn die drei Abstandslinien 
JI'P, iT"P, iI"'P, anstatt einer festen Richtung parallel zu lau- 
fen, auf den drei Diagonalrichtungen beziehungsweise senkrecht 
stehen: nur sind alsdann die den Diagonalen i£, BCy CA ent- 
sprechenden Constanten nicht unmittelbar die Grössen n\ x'\ ^, 
sondern beziehungsweise gleich den etwas complidrteren Aus- 
drücken ' .—- -_ 

^ X'4A'^—2.A*Bfco^a+B'^ 

sina 

. A"V^"»— 2i"B"cosa+Ä"» 

T^ : : I 

sma 

+ X'*'4A*"^—^A'''Bf''co%a^V'*^ 

sina 
Als specielle Beispiele zu den vorgetragenen Theorien mer- 
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ken wir an die Figaration, welche erhalten wird, wenn man die 
drei Innenwinkel und die drei Aussenwinkel des primiti?en Drei- 
eckes halbirt, ferner die Figuration, welche entsteht, wenn einer 
der Puncte a, fr, c, d mit dem Durchschnittspuncte der drei 
Höhen desselben zusammenfällt; endlich diejenige, in welcher der 
Punct d den Scfaeitelpunct der drei Mittellinien des Dreieckes 
darstellt. 

§. 13. 
Fortsetzung d^ Theorie der Transversalen. 

r 

1. Einleitender Hülfssatz aus der Algebra. 

Indem die Ausdrücke ü\ U*\ ü''\ wie gewöhnlich, lineare 
Functionen Ton y, x bezeichnen, mögen die Gleichungen 

(1) ü' =.0, ü" = 0, ü'" = 

solche Gerade L\ V\ V** ausdrucken, die sich nicht in einem 
Puncte begegnen: alsdann folgen aus dem Bestehen der identischen 
Gleichung m'W + m"(/" + w'"(/'" = 

die Relationen m' = , m" » , m"' = 0. 
In der That, da der Ausdruck mfü* + m"J7" + m'"ü'" für alle 
Werthe von y, x gleich Null ist, so ist er es auch für diejenigen 
Werthe von y, x, welche die Ausdrücke U** und ü*** gleichzeitig 
zur Annullation bringen, d.h. für die Coordinaten des Durch- 
schnittspunctes der Geraden V* und V'*, Nun reducirt sich der 
in Rede stehende Ausdruck in diesem Falle auf mHI* und da ü* 
nicht verschwinden kann, weit sonst die drei Geraden L\ V\ L*' 
in einem Puncte zusammenträfen, so folgt mf == 0. Ebenso, 
indem man an Stelle von y, x die spedellen Coordinaten zuerst 
des Durchschnittes der Geraden L und L'* und darauf des Durch- 
schnittes der Geraden V und V** sich substituirt denkt, ergiebt 
sich m" = und m'" = 0. 

Der vorstehende Satz gilt übrigens allgemein, wie immer 
auch die Ausdrücke V, ü*\ V*** sich aus y, x zusammensetzen 
mögen, sofern die Gleichungen J7' « 0, 17"= 0, ü'" « 
solche Curven u\ uf\ u'" ausdrücken , dass von den Durchschnitts- 
puncten je zweier mindestens einer nicht zugleich auf der dritten 
enthalten sei. Diese Bedingung wird erfüllt, wenn es nicht mög- 
lich ist jede der vorhergehenden Gleichungen aus den beiden an- 
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d^n, tMiishdöm dieselben! iftit irgend welchen oMistanten F^tören 
muUiplieirt Bind, durch Addition oder Sabtraction herraleitcni« 

2. Es seien die Gleiehangen dreier Goraden £^ 
V*^ I''' gegeben, welche durch ihren Durchschnitt ir- 
gend ein Dreieck Al^C bestimmen mögen. 'Von den 
fickpuncten desselben seien irgend welche Transver* 
salen gezogen und es soll die Form ihrer Gleiciiun- 
gen bestimmt werden unter der Voraussetzung, dass 
sie sich in einem Puncto schneiden. 

Es sei O der Durchscfanittspunct der Arei betrachteten Trans- 
versalen, so sind dieselben iO, BO/CO und da sie beziehungs- 
weise die Durchschnittspuncte 1, B, (7 der Geraden L' und I'", 
V* und L\ V und i^ enthalten, so inOss«n ihre Gleichtngen 
aus den Gleichungen der eben genannten Geraden irgendwie durch 
Addition her?orgehen. Indem also k\ x'', xf** constante Factoren 
bezeichnen, welche, sobald der Punct gegeben ist, bestimmte 
Zahlenwerthe erhaften, sind diese Gleichungen 

i(AO) Ü'" + 3c" Ü' = 0, 
(2) hßO) V* +x'"f/'' = 0, 
\(C0) Ü'' +x' i7'" = 0. 
Pifan kann man die dritte Gerade CO als eine solche auffassen, die 
durch den Durchschnitt der beiden ersten hindurchgeht; folglich 
muss ihre Gleichung entweder geradezu , oder doch wenigstens ein 
Vielfaches derselben resultiren« wenn man die Gleichungen der 
beiden ersten Geraden beziehungsweise mit angemessen bestimm- 
ten Zahlenfactoren m'* und W multiplicirt und sie darauf durcb 
Addition verbindet. Demgemäss hat man 

w"(t/"' + x"üO + m'"(tr' + x'^t^O = t/^+x'ü'" 
oder es besteht die identische Gleichung 

m"([7'" + x"f7') + m'"(J7' + x"'i7'0 + fn'(ü" + x'l7'^ = 0, 
welche identisch ist mit der folgenden 

(m" + m'xO t/'" + (m' + m"'x"Oü" + (m'" -f- m^'x")«/' = 0. 
Aus derselben ftiessen zu Folge des eben bewieseseii arMunetischen 
Hüifssatzes die Reiationa» 

m** + mV « 0, m' + m'^x'" =«s^ 0, m'" H»-»'V = 0. 
Entwickelt ms» aus den beiden ersten der^elfaeA die Wertbe von 
mf^ und m*'^ und setzt sie in die dritte ein« so folgt 

(3) xW' + i « t, 
und es ist demgemäss das Theoleiii iMwieaea: Wesn die Sei« 
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ten eines Dreieckes gegeben sind durch ihre Glei- 
chungen von der Form (1), se drücken die Gleichun- 
gen (2), sofern die darin TOrkommenden canstanten 
Zahlenfactoren der Bedingungsgieidmng (3) Genüge 
leisten, ein System ron drei Ecktrans^ersalen aus, 
die sich in einem Puncte begegnen. 
Setzen wir 

X — — — — , » — — — — , * — I 

80 wird die GMdnuig (3) erfftlll und es folgt daher, dasa die 
Gleichungen von drei Ecktranstersalen eines Drei- 
eckes, die sich in einem Puncto begegnen, allgemein 
anter der Form stehen 

UAOy xaü'"— xil^' = 0, 

(») j(*0) Tf^iW —n^ü" Ä 0, 

(((70) XjO" —%tü'" « 0. 

Die Gleichung (3) fuhrt auf ein bekanntes Theorem der 
ElasHhatfi. Beeefchnen wir nämlich die Sdnitlponcte der Tran»* 
Tersalett AO, BO, CO mit den gegenüberstehenden Dreiecksseiteil 
BC, CÄj ab respectire durch a^ h, &j so kann man die Strek-* 
ken Büj Ca beziehungsweise als die Atfemungeü des Punctes a 
TOD den Geraden AB und AO betrachten und hat daher, indem 
man flirf dnen Augenblick in den Ausdrücken £7^ V" die Coordi** 
n^tenwerthe y, oo mit den speciellen Coordinatenwerthen des Punc- 
tes d identifleirt, zu Folge Formel (4) des §. 8. 

Ä" 



A" 


sina 


V 


A''+-F 

B" 

A" 


siü (I", X) 
sin« 


• A' 

ü'" 


B" V" 
A" ^ A!" 


sin iL", x) 


• jfi, 



Ca Ä 



Ais diesen Formdn ergiebt sich, wenn man berücksiditigt, dasa 
gleichartig dia Relation 17''' ^ xf'U' ^ 
besteht^ weil der PuMt a auf der Transrersalö AO liegt, durch 
Biririon dir Wortb Au VeiMItmasea zwischen Ba und C«, wie 

folgt: 
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Bü A"'B" — A"B"' l 
^*^ Ca " A"B' — Ä'B" ' x" ' 
Durch einfädle Vertauschnng der Buchstaben und Erhöhung der 
Indiees erhält man hieraus 

Cb Ä'B"' — Ä"'B' 1 



(.b) 



Ab A"'B" — A"B"' ' X 



und / N A - ^"^' — ^^" _L 

^*^ Bt "■ i'Ä"' — A!"V ' xf ' 

Hultiplicirt man die drei vorhergehenden Gleichungen mit einander 

und berflcksichtigt, dass das Product der Co^cienten von 

— j7, — jjf- und — 7- den Werth l hat, so resultirt 

Ba Cb Äc 1 



Ca ' Ah ' Bc xVV" 

oder, wenn man den Werth von xVx'" aus (3) einsetzt 

... aB , bC • cÄ I 

^^ aC . bA . cB ~ ' 
d.h. die von einem Puncte nach den Spitzen eines 
Dreieckes ABC gezogenen Geraden treffen die dreiSei- 
ten des Dreieckes io drei Puncten a, fr, c von solcher 
Beschaffenheit, dass <Ke Producte der getrenntenAb- 
schnitte auf den Dreiecksseiten (abgesehen vom VorzeicheD) 
einander gleich sind. DiesTheorem gilt, wo auch immer der 
Punct in der Ebene des Dreieckes ABC angenommen werde ; es 
gilt überdies auch. umgekehrt; d.h. wenn die Gleichung (4) 
erfüllt wird, so treffen sich die auf die Theilungs- 
pun'cte a, 6, c bezüglichen Ecktransversalen in ei- 
nem Puncte 0. Denn die Gleichungen (a), (b), (c) haben Gül- 
tigkeit, mögen sich nun die betreffenden Ecktransversalen in einem 
Puncte begegnen oder nicht. Wird also ausserdem noch die Glei- 
chung (4) erfüllt, so setzt dies nothwendig die Relation (3) vor- 
aus, welche ausdrückt, dass jene sich in einem Puncte begegnen. 
Wir betrachten weiter das Verbältniss der Segmente, in 
welche von aus gesehen jede Transversale zerfallt. Zu dem 
Zwecke bezeichnen wir die Ecktransver^en ÄO^ BO, CO durch 
die Symbole V\ V*\ V und identificiren für einen Augenblick die 
allgemeinen Coordinaten y, o; in den Ausdrücken 0\ ü"^ 0^" 
mit den speciellen Coordinaten des Pmictes 0» so dass man gleich- 
zeitig hat 
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0'" + xf'O' = , 17' + xf^D" a 0, D" + fiW" = 0. 
Ferner setzen wir 

- «Ä _ _ J/_ ^ A" ^ _ V" 

^^ aC ~ l"" bA ~ X' ' cB JF' 

welches statthaft ist, weil diese drei Yerhältnisswefthe der Glei- 
chuBg (4) Genüge kisten; endlich betrachten wir cO als den Ab- 
stand des Puncies O von der AB, und CO als den Abstand des 
Punctes von der BC: alsdann, wenn man bemerkt, dass die 
Grösse B" + xfB"' 

A" + x'A'" 
den RichtungscoefBcienten Ton CO ausdrückt; folgen die Formeln 

B" + xfB"' 



eO = 



i" + je'i"' sino V 



CO = 



B" + »'B"' Bf sia<r,») i' 
i" + xU"' i' 

y' -f- x'Bf* 

A" + x'i'" sin a ü" 



B" + *'B"' B" sin(r,af) A" 



Verbindet man dieselben durch Division und setzt für ü'^ seinen 

1 - 

Werth TjT^'i 8® erhält man nach gehöriger Reduction 

X 

PC ^ iA''B' — A'B'') — xXÄ'B'''—A'''B') 

Oc *" xV"(i'"JB'' — i"jr'0 

oder, wenn man der Grösse rechts die Form giebt, 

' A''B' — kW* A*B'" — A!''V i'JJ'" — /"B' 



zu Folge der Relationen (6) und (c) 

OC ci 6C . ftC 



+ 



Oc cB bA ' bA 

oder endlich durch Benutzung der Formeln (4) und (5) 
OC , aC , bC r + X'" 



Oc aB * bA X' • 

Durch einfache Buchstabenvertauschung und Erhöhung der Indices 
erhält man hieraus zwei ähnliche Formeln, die mit 9er vorher- 
gehenden zusammen das folgende Formelsystem ergeben: 



(6) 
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X''+X'" ^ aC bO 

V aB "•■ bA 

V** + V bk ' cA 

l" ^ü^ '*' 1b 

X' + X'' eB^ dB 

X*" -^ tA + aC 



Vermöge der Formclii (5) tind (6) erliellt, wie man toii *cr 
Theilung der Dreieck sseiten auf die Theilung <Ier Eek^ 
transversalen und umgekehrt Ton der Theilung der 
Ecktransversalen auf die Theilung der Dreieckssei- 
ten schliessen kann. 

Was die Verhältnisse zwischen deft Grossen X (ton denen 
eine willkürlich ist) in den Gleichungen (5) anlangt, so erkennt 
man unmittelbar, dass aus zweien derselben durch Multiplication 
das dritte hervorgeht und gedluetrisch erheilC dasselbe dadurch, 
dass, wenn zwei der Theilungspuncte a, ft, o gegeben sind, der 
dritte durch eine einfache Construftion gefunden wird. Weniger 
unmittelbar überzeugt man sieb von dem Umgekehrten, dass, 
wenn zwei der Verhältnisse, welche die rechte Seite der Gleichun- 
gen (6) ausmachen, gegeben sind, das dritte gleichfalls beatittDit 
ist. Setzen wir grösserer Kürze halber 

^.^ W^V'' . X"'+X' _ j X'+X" _ 3 

— v — — ' JP ~" ' J/** — 

so kommt der Beweis darauf hinaus zu zeigen, dass« wenn Xi 
und X2 bestimmt sind, der Werth von Ag berechnet werden kam. 

• - . A' X" 

Nun folgt aber, wenn wir die Quotienten -^ und -jj^j- aus den 

beiden ersten Gleichungen (7) entwickeln und in die dritte ein- 
setzen, die Relation 

(8) X,X^X,^{X,+X^+X,)-2 =» 0, 
also ist jede der drei Grössen X^^ X^, X^ 'm andeutiger Wmse ba- 
stimmt, wenn die beiden andern gegeben sind. Die bezügliche 
geometrische Construction ist folgende: Man theile die Seitenrich- 
tung AC in zwei Puncten dergestalt 1 daas die airf die Theihings- 
puncto bezüglichen Seguentenpaare das Verbältniss von 1 : -^Zi 
und von 1 : — X^ haben , und ziehe durch den ersten eine Paral- 
lele mit AB und durch den zweiten eine Parallele mit BC. Beide 
Parallelen durchschneiden sich in dem Puncte 0; derselbe be- 
stimmt ausser den beiden Transversalen Cc und Aa auch die 
dritte Bb, welche durch das Verbältniss ihrer (von aus gerech- 
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neten) Segmente die Grösse lg bestimmt. DieGleicho»g (9) führt 
durch ibre Form s<^i«h auf das folgende idteresMiKe geometri- 
sche Theortmr Wenn das Product der drei Verhältnisse 

OC OB ^ OA . . * w *u u ♦ 

-^r-, -jrT- und "zr- eiueu constauten Werth hat, so ist 

auch did Summe dieser Terbilftnisse constant and 
umgekekrt, wenn die Summe dieser drei Verhältnisse 
eine» constanten V^erth bat, so ist auch das Pro-- 
duct derselben constant 
Zu Folge der Proportionen 

1 1 

Ca : aB = —rr- : -nn- und AO i Oa ^ 



aß- ,. 


1 


*f - ,„ 


1 


.A^A. 


1 

• 



I 



Ab : bC = "TTT : -tt- und BO : Ob = 



1 1 



1 i 



Be : eA z^ jipr '-j^TT^oä CO : Oc - ^, . j^^a^j^,. 

kann man die Constanten k\ i/\ X*" als respective den Puncten 
Cf A^ B zugehörig ansehen und alsdann den Punct auf drei- 
fache Weise durch je zwei Theilungen bestimmter Strecken nach 
gegebenem Verhaltnisse construiren. Aus diesem Grunde hat man 
den Punct auch den Mittelpunct der proportionalen 
Abstände von den drei gegebenen Puncten C, A, B ge- 
nannt, und es ist leicht seine Coerdinaten direct zu bestimmen, 
wenn die Coordiiiaten der Eckpuncte G^ Ay B beziehungsweise y' 
und a/, y und a/\ y"' und os"* sind. ( Mau vergleiche hierüber 
den nächsten Paragraphen unter !.)• 

Zunächst nämlich ergeben sich, da die Proportion Ca : aB 
= l'" : i/ stattfindet, gemäss der Formel (6) des §. 9. die Co- 
ordinaten des Punctes a wie folgt 

und theilt man jetzt die Strecke ia, so dass AOiOa^ V*'+V:X'\ 
80 erhält man durch Anwendung derselben Formel die Coerdina- 
ten des gesuchten Punctes 0, nämlich 



— 15< — 

oder einfacher 

W y- A' + A" + A'" ' ^~ A'+A"+17^^ ^^^ 
und wie man sieht gehen die Coordinaten der Eckpuncte des 
Dreieckes ABC^ sowie die Constanten X in diese Formeln sym* 
metrisch hinein. Man wurde daher die nämlichen Endaiisdrücke 
bekommen , wenn man den Punct durch die Theilung der Strek- 
ken AB und Cc oder auch der Strecken AC und Bh bestimmen 
wollte, und hierin liegt ein neuer Beweis des Satzes, dass^ wenn 
4lie Theilung der Seiten des Dreiekes ABC in den Puncten o, (, c 
der Gleichung (5) oder, was dasselbe sagt, der Gleichung (4) 
genügt, alsdann die bezüglichen Ecktransversalen sich in einem 
Puncto begegnen. 

Nimmt man speciell V = V* = V* an, so fällt der Punct 
mit dem Schwerpuncte des Dreieckes zusammen. Behufs Charak- 
terisirung von ein paar anderen hervorstechenden Fällen bezeich- 
nen wir die absoluten Längen der Dreiecksseiten AB^ BC^ CA 
respective mit af, af\ a"' und die ihhen gegenüberliegenden gleich- 
falls als absolut betrachteten Dreieckswinkel mit J'; d'\ J'". Wäh- 
len wir alsdann die Constanten k\ X'\ k"* proportional mit deu 
Längen der drei Dreiecksseiten a^ af\ a'", so zeigt eine einfache 
geometrische Betrachtung, dass die irgend einem Eckpuncte zuge- 
hörige Transversale entweder den Innenwinkel oder den Aussen- 
winkel des Dreieckes in diesem Eckpuncte halbirt und dass der 
Durchschnittspunct eines solchen Systemes von Ecktransversalen 
mit dem Mittelpuncte eines Berührungskreises zu dem gegebenen 
Dreieck zusammenfallt. Wählen wir dagegen A', A", A"' wie folgt 
A' = a' cos &* cos &", X" = a" cos d"' cos d\ l'" = a'" cos & cos eJ", 
so stellen sich die bezüglichen Transversalen als die drei Höhen 
des gegebenen Dreiecks dar. 

3. Bedingungsgleichung dafür, dass ein System dreier Eck- 
transversalen die bezüglichen Gegenseiten des Dreieckes in drei 
auf einer Geraden liegenden Puncten durchschneide. 

Die Gleichungen (1) mögen -wieder die Seitenrichtungen AB, 
BC, CA des gegebenen Dreieckes ausdrücken und die drei Eck- 
transversalen Aa, Bbf Ce beziehungsweise gegeben sein durch 
die Gleichungen 
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Ü"' + K"ir = (Aa) 
(10) {ir +x'"D" « (Bb) 

Wenn Dan die Puncto a, 6, e in gerader Linie liegen, so bat man, 
da dieselbe durch den Durchschnitt von 4a und BC, von Bh und 
Ci, von Cc und AB hindurchgeht, für ihre Gleichung folgende 
drei, bei angemessener BesUmmung der Constanten ju', yf*^ ^**\ 
identische Formen: 

Bezeichnen m und n gleichfalls constante Zahlengrössen, so führt 
die ComUnätion der ersten und zweiten ,' sowie die Combination 
der ersten und dritten Form auf die beiden nachstehenden identi- 
schen Gleichungen: 

0"'+x'V+fi'V'' = niV'+x' ü^'+ju' IT) 
oder, wenn man gehörig ordnet» 

Da beide Gleichungen für alle nur denkbaren Werthe von y und 
X bestehen, so erhält man zu Folge des unter 1. bewiesenen arith- 
metischen Hülfsatzes die Relationen: 

x"— m = 0, ^''— mx'" = 0, 1— m^u'" = 
und x''— iif*' = 0, ^''—n =0, 1— nx' ä 0, 
woher durch Elimination von m und n 

iU^'-x^V" = 0, 1— xV = 0» 

x''_^y = 0, 1— iuV = 0. 
Eliminirt man aus diesen vier Gleichungen, die Grössen /u, so 
folgt die Relation 

(11) xW"— 1 t= 
und die Werthe von fi\ /u", y werden respective 

u'" — -— u" = — iz' — xV — 

f* — "jpr» A* — x' ' — — x'"* 

Also wenn die drei Puncto a, 6, c in gerader Linie liegen, so fin- 
det die Bedingungsgleichung (11) statt. Umgekehrt, wenn die 
Bedingungsgleicbung (11) statt findet, so liegen die drei Puncto 
a, (, c in gerader Linie; denn es ist leicht sich direct davon zu 
überzeugen, dass alsdann die drei Ausdrücke (welche die linke 
Seite der oben aufgestellten Gleichungsformen für die abc aus- 
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machen) V"'+xf'D' +4"«^'. 

identisch sind und da dieielkca iiesiehttngflweise diundi die Com- 
dinaten der Puncte a^ b, c zur AnnuUation kaounen, so draekt 
jeder , indem er gUich P(oU gesetzt wird , die Gleicbmig einer Ge- 
raden aus, weiclie die drei genannten Puncte enthält. Mithin ist 
das Theorem erwiesen: 

Wenn die Seüm tinss Dreieckes gegeken sind durch ihre 
Qhichus^gen van der form (1), mo driUken die Gleichungen (10), 
sofern die darin vorkommenden Zahlenfaetoren %\ uf\ %*'' d«r 
Bedingungsg^eickung (U) Gmitge ieiden^ ein System stdcher drei 
Eckiransverscdm aus, deren DnrehsAniUepuncte mi$ den bexügU- 
chen Gegenseiten in gerader Linie liegen, Die Gleicktmi^ dieser 
Geraden j weiche demgemäss 4ls eine Transversade des ^ebenen 
Dreieckes sich darstellt, hat eine der drei Formen: 

(12) p'"+x''£7'+-Vü'' = V+x'^'U^+AtU'" 

= D"+x'D"'+-^ü' = 0. 

Setzt man ^/ _ J?l v" — i^ V'' — Jl. 

a«2 ^3 ^i 

so geschieht der Bedingungsgleichuag (11) ren selbst Genüge und 

es folgt demgemifis, dass die Gleichungen Ton drei Eck- 
transyer^alen eines DreieckeB, deren Schnitlpuiicte 
mit den bezüglichen Gegenseiten in gerader Linie 
liegen, allgemeiii unter der Form fiftehen: 

i^H^'^'^ntU' .=? <iii), 
(xO Jx^ü' +X2P" = (16). 
(x2C^"+%r" = (fic). 
Die Gieictoig (11) führi aiif ein bekavitea TheDrem derEle- 
menie« Indem aimlich die Gleichungen <a), <6), (c) der norbar- 
gebenden Nummer fortdauernd gelten, ergiebt üA inveh ibMr 
plieatiM derselben^ wenn mim an Sltiile iron xfx^^x^^ sctet, 

.,3. qB . hC . cA ^ 
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d, h. irgend eine beliebige TraosTersaU bestimmt 
auf den. Seiten eines gegebenen Dreieckes solche 
sechs Segmente, deren je drei, die keinea gemein- 
schaftlichen Endpnnct haben, gleiche Prodncte ge? 
ben. Umgekehrt kann ohne Schwierigkeit dargethan werden, 
dass, wenn die Gleichung (11) erfüllt wird, die Thei- 
lungspnncte a, &, c in gerader Linie liegen. 

Die £d(transversalen la, Bb, Cc bestimmen, gehörig ver- 
längert, durch ihren gegenseitigen Durchschnitt ein Dreieck, wel- 
ches in Flg. 24. dargestellt ist durch (y&'O*** und da mithin auf 
jeder zwei der genannten Puncte enthalten sind , so entstehen da- 
durch drdmal zwei Segmentenpaare und es kann gefragt werden, 
welchen Werth dasVerhältniss derSegmente eiues jeden Pliares.habe. 
Um zu diesem Werthe zu gelangen bemerken wir zuvör- 
derst, dass, wenn man wieder die in den Ausdrücken IJ\Ü*\ U'" 
vorkommenden allgemeinen Coordinatenwerlhe y, x als specielle 
aufTasst, je nachdem dieselben sich auf die Puncte 0'*\ oder 0^', 
oder O' beziehen, die gleichzeitigen Gleichungen statt haben 

(O"0 l/'"+x"t7' =0, (7"+x' U'" = 0; 

(0') V +x"'ü" = 0, t7'"+V'£7' - 0; 

(0") C/"+x' (]"* = 0, ü* +x'"ü" = 0. 
Folglich ist für die Coordinatenwerlhe der Puncte 0*** und &' ins- 
besondere respective 

Ttfitr^ s= -^ und 



Dies vorausgesetzt betrachten wir (70''^ CO'' als die Entfer- 
nungen der Puncte 0'", 0" von der BC und c(y'\ cO" als die 
Entfornungen derselben Puncto» von der AB: alsdann findet man 
durch Entwickelungen, die vollständig analog sind mit der Werth- 

CO 

bestimmnng des Qooti^iten — ^r- in der vorhergehenden Num- 

CO"' CO" 

mer, für die beMen Yerhättnisse -^t^tt nnd ^. einen und den- 



cO"' — cO" 



selben absoluten Werth, nämlich 



O^'C 0"C cA hC bC 



0'"c 0"c cB iA ' hA 

Setzen vw grösserer Kürze halber 

,,^^ aB l' bC l" cA ; 

(14) 



/// 



uQ k". ' 6i V ' cÄ i." 
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welches statthaft ist, weil diese drei YerhSitnisswerthe der Be- 
dingnngsgleichung (11) Genüge leisten, so folgt 

(y'C _ _ Of"C __ V'—V" __ hC aC 
©"c ~ (y'e ~ X' ""61 aß • 
Durch einfache BuchstabenTenauschuog and Erhöhung der Indices 
leitet man hieraus nodi zwei ähnliche Formeln ab, die mit den 
vorhergehenden zusammengenommen das folgende Formelsystem 
ergeben : 

Of'C QfC X"—V" 



(15) 



0"c ~" Of"t " V 
0"'A (VA X"'—X' 



&"a Ofa X" 

(TB 0"B X'—X" 



bC 


aC 


bA 


aB' 


cA 


bA 


eB 


bC 


aB 


cB 



(Th 0"h r' aC cA 

Demgemäss« wenn drei Ecktransversalen auf den 
Seiten eines Dreieckes in gerader Linie liegende 
Durchschnittspuncte bestimmen, so wird jede durch 
die beiden anderen harmonisch getheilt. 

Vertauscht man die Buchstaben c, a, ( in Fig. 24. mit den 
Buchstaben C\ i", Ä", sowie 0' mit rf, 0"' mit 6 und O" mit 
a, so zeigt es sich sogleich, dass man nur die Verbindungslinien 
A0'\ BO"' und CO' zu ziehen braucht, um die Figur 24. ganz und 
gar mit der Figur 22. identisch zu machen. In der That hat 
man alsdann in jedem Eckpuncte des Dreieckes ein harmonisches 
Bündel, die eben genannten Verbindungslinien begegnen sich in 
einem Puncte etc. Die Entwickelungen dieses Paragraphen kön- 
nen also zu einem neuen Beweise der in den beiden vorhergehen- 
den Paragraphen enthaltenen Theoreme verwandt werden. Uebri- 
gens enthalten sie zugleich alle Elemente, welche zu den vier geo- 
metrischen Beweisen eben derselben Sätze erfordert werden* 

4. Wenn die Eckpuncte zweier Dreiecke paar- 
weise auf drei in einem Puncte zusammenstossenden 
Geraden liegen, so durchschneiden sich die gleich- 
liegenden Seiten in drei in gerader Linie liegenden 
Puncten. 

Es sieien (cf. Fig. 25.) die Gleichungen der Seiten AB, BC, 
CA des Dreieckes ABC, wie gewöhnlich, 

U' x= 0, 17" = 0, [/"' = 
und die Gleichungen der Seiten ab, bc, ca des Dreieckes abc 
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«i' = 0, u" = 0, I*"' = 0. 
Wenn alsdann die Verbindungslinien Aa^ £(, Cc sich in einem 
Puncte O begegnen, so stellen dieselben sowohl in Bezug auf das 
Dreieck ABC^ wie auch in Bezug auf das Dreieck ahc ein System 
dreier in einem Puncte zusammenstossender ficktransversalen dar. 
Fol^ich können unter der Voraussetzung, dass die Constanten II 
und n angemessen bestimmt werden, die Gleichungen ?on Aa, Bby 
Cc sowohl unter der Form 

(Aa) JI'"17'"— JI' W = 0, 

(B6) JI' U' — JI" J7" = 0, 

(Cc) JI" J7" — JI'"t/'" = 0, 
wie auch unter der Form 

(ia) n'%'''—n' u' = 0, 

(Bh) n' u' —n''u'' = 0, 

iCc) n''u"—n'%''' =: 
geschrieben werden. Bezeichnen demgemäss m", m/^\ m' die Werthe 
der drei Quotienten 

wv'—nv ii'ü'—n**ü*' n'V—ww" 

welche nothwendig constant sein müssen, so folgen die Identitäten 
n'"ü"'—n' ü' = m'W'-m'Vti', 

JI" ü'' —n'"ü'" = mW — m'TT'V". 
Addirt man dieselben zusammen, so yernicbten sich die Glieder 
links und es kommt 

eine Gleichung, welche nach dem einleitenden Satze unter 1. nur 
bestehen kann, wenn man gleichzeitig hat 

m"—m' = 0, m'"— m" = 0, m'-^m'" « 0. 
Demzufolge haben die Grössen m^ m", m'*' einen gemeinschaftli- 
chen Werth, welchen wir mit m bezeichnen, und die vorhergehen- 
den drei identischen Gleichungen lassen sich, wie folgt, zusam- 
menziehen: 

Daraus geht hervor, dass, bei angemessener Bestimmung von m, 
eine Gerade existirt, deren Gleichung eine dreifache Form zulässt, 
nämlich 

n"*ü'"—mn'"u*" =t JI'I/' — wttV = n"ü" — m7i% = 0. 
Nun geschieht dieser Gleichung Genüge durch die Coordinaten der 
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Puncte y, a, /?, weil dieselben beziehungsweise die Aasdrücke 
V* und tt', V" und «", £/'" und w"' zur AnnuUation bringen; 
also enthält die in Rede stehende Gerade die drei Puncte a, /?, *f 
oder dieselben 4iegen, wie zu beweisen ist, in gerader Linie. 

Das eben bewiesene Theorem gilt auch umgekehrt: Wenn 
die Seiten zweier Dreiecke paarweise solche drei 
Durchschnittspuncte bilden, die in gerader Linie lie- 
gen, so schneiden sich die Verbindungslinien der ho- 
mologen Eckpuncte in einem Puncto. 

Da nach Voraussetzung die Durchschnittspuncte a, /?, / der 
Geraden BC und 6c , CA und ta , AB und nh in gerader Linie 
liegen, so kann man die Gleichung dieser geraden Linie, wenn 
die Constanten ii\ ii'\ i^"* gehörig bestimmt werden, unter drei- 
facher Form darstellen, nämlich 

Nun sind die Quotienten zweier identischer Ausdrücke constant: 
also kann man setzen, indem m^ m'\ ni!" Constante bezeichnen: 

Diese Gleichungen haben zunächst durch Multiplication die Rela- 
tion fwWW" = 1 , also — fw'm^m'" +1 = 

zur Folge und dann, wenn sie passend umgeschrieben werden« 
gestatten sie die Form 

Nun gelten dieselben für alle Wertbe von y, x: also gilt nament- 
lich die erste für die Coordinatenwerthe des Punctes (, durch de- 
ren Substitution , da die Ausdrücke vf und u" für sich verschwin- 
den, sie auf die einfachere. Form 

ü'—m'**ü'' = 

kommt. Ln dieser letzten Gestalt wird sie ersichtlich auch durch 
die Coordinaten des Punctes B befriedigt, folglich, da sie linear 
in Bezug auf 2^, x ist, drückt sie £e Verbindungslinie Bh aus. 
Ebenso behandelt man die zweite und dritte der vorhergehenden 
identischen Gleichungen und gewinnt die Ueberzeugung, dass die 
Gleichungen von B6, (7c, Aa beziehungsweise 
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ü* — m"'l/"=e 0, 
ü" — m'V'" = 0, 
V"—m"ü"' «: 

sind. Da nun die Relation —m'", — m', — m" + l.=pO oder 
~m'm"m"' 41 1 = stattfindet, so müssen sich die eben ge- 
nannten Geraden in einem Puncte begegnen (cf. die Bedingungs- 
gleichong (3) dieses Paragraphen mit dem zugehörigen Satze). 

§. 14. 

Weitere Anwendungen und Lehrsätze, die als 
Uebungsbeispiele dienen können. 

1. . Die Theorie der Transversalen ist. eine sehr ausgedehnte 
und kann einerseits zur Herleitung sehr verschiedener Theoreme 
Tom Dreiecke benutzt und andererseits auf ein Polygon von be- 
liebiger Beschaffenheit ausgedehnt werden. 

In einer Ebene seien n Puncte Pi , Pii P^, ••.. Pn durch 

ihre Coordinaten y^ und x^^ y^ und x^ , y^ und x^, y^ und 

Xn bestimmt; ferner seien m^, m^^ mj, ...• nin bestimmte auf 

die gleichnamigen Puncte bezogene positive oder negative Con- 

staute. Dies vorausgesetzt bestimme man auf der Richtung von 

P1P2 denjenigen Punct P, für welchen man hat 

12 

1 1 
PP : PP ^ : — =: mj, i fni] 

1 12 12 2 % »^2 

die Coordinaten dieses Punctes werden nach S. 9. Formel (6) 

X := ; , y = : . 

Ferner bestimme man auf der Richtung von PP denjenigen Punct 

12 3 

P, für welchen die Proportion 

1 1 

P P : PP^ : -^ 

12128 123 3 1Wi+«l2 ^Z 

statt findet, so ist 

WaOJa + (m2 + Wi) x m^y^^ + (mj + wjy ' 

^ 12 ^, ^ 12 

X = ' ■ ■ , y a= 1 

123 »»a + ^2 + mi 123 W3 + W2 + mj 

oder durch Einführung der Werthe von x und y 

12 12 

II» 
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128 «»3 + «12 + «Ij )ts »13 + «12 + m| 

Geht man auf dieselbe Weise fort und bestimmt den Punct P ver- 

1234 

möge der Proportion 

P P : P P ::= - : 

13S 1284 1284 4 Wg + W2 + mj ' »»4 ' 

SO ergeben sich dessen Coordinatenwerthe 

_m^ß^+mzX^ + W2a?2.+ «ij x^ 

SS S3 y 

1284 «I4 + ma + W2 + »Wi 

., _ W4y4 + «»aya + ^y2 + w^yi 

1284 W4 + »13 +«l2+mf 

Endlich gelangt man zu dem Puncte P und dessen Coordina- 

128. ..11 

tenwerthe sind 

mna?n + «^-ia?it— 1 + .. . . + W2a?2 + m|a?| 

123.. ..n Wft+mft_i + ^^^m| 

_ ninyn + «^n~l y»-i + + ^2^2 + ^lyt 

128.. .n Wn + nin—X + .... + m2 + mj 

Die Coordinaten dieses letzten Punctes sind, wie die Betrachtung 
ihrer Werthausdrücke rechter Hand zeigt, blos abhängig Ton der 
Anzahl und der Beschaffenheit der zur Construction verwandten 
Punct- und Zahlelemente und durchaus nicht von der Ordnung 
dieser Elemente; vielmehr, wenn man von irgend welchen zwei 
anderen Puncten ausgeht, sobald nur, in welcher Rangfolge es 
auch geschehe, alle Puncte zur Construction verwandt werden, 
wird schliesslich weiter nichts geändert als die Ordnung der Sum- 
manden, aus denen die Zähler und Nenner der vorhergehenden 
Ausdnlcke sich zusammensetzen. Demgemäss ist der Punct P 

123...» 

ein fester Punct, dessen Lage von der Folge der Indices 1, 2, 
3 , . . . n vollkommen unabhängig ist und welcher auf so vielfache 
Art construirt werden kann, als die Ordnung dieser Indices Per- 
mutationen gestattet; man kann ihn passend den Mittelpunct 
der proportionalen Abstände von den Puncten P, F, 

12 

P^.^.P, deren Zahl n ist, nennen. Uebrigens erhellt 

8 n 

noch, dass alle Puncte, wie P, P, P etc., die in der Construc- 

12 128 1284 

tion der Reihe nach vorkommen,' sich gleichfalls als Mittelpuncte 
der proportionalen Abstände von denjenigen Puncten darstellen, 
welche durch die bezuglichen Indices angedeutet sind: mithin ist 
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auch ihre Lage durchaus unabhängig Ton der Ordnung der Punct- 
elemente, welche zu ihrer Bildung beziehungsweise beitragen; so 
z. B* bedeuten die Symbole P^ P, P alle einen und denselben 

12S 2S1 312 

Punct. 

2. Wenn die Seiten eines beliebigen Polygones 
PPP PP von einer beliebigen Transversal- 

1 S S fi-l » 

linie geschnitten werden, so sind die Producte der 
getrennten Segmente gleich. 

Es seien wieder die Coordinaten der auf einander folgenden 
£d[puucte bezeichnet wie unter 1., die Gleichung der Transver- 
salen Z sei y =s ax + b 

und ihre Schpittpuncte mit den auf einander folgenden Polygon- 
seiten respective bezeichnet durch P^ Py .... P, P, die Coor- 

n 9S (»-In) (n1) 

dioaten derselben analog durch y und o?, y und x u. s. w., wo- 

1) 12 2S 2S 

bei wieder eine Permutation der Indices die Bedeutung des zuge- 
hörigen Symboles nicht ändert. Dies vorausgesetzt ist der Rich- 
tuogscoefficient der durch die beiden Puncte P und P bestimmten 

1 2 

Strecken nach Grösse und Vorzeichen dargestellt durch den Aus- 
druck y^ — y^ 



und in Folge der Formel (4) im %. 8. folgt (indem man den letz- 
ten Ausdruck an Stelle des dortigen A setzt) : 
PF ^ 

12 1 

■^■ V(y2— yi)^+2(y2— yi)(a?2— a?i)cosa+(a?2— a?i)' . _ _jx 

— yi—yx+aixi—^i) ^* * 

PP = 

12 2 

j- V(y2— yi)'+2(y2--yi)( a? 2— a?t)cosg + (a?2— a?i)S ,, _nrr ^K\ 

und zwar gilt in beiden Gleichungen das obere Vorzeichen oder 
in beiden das untere, je nachdem die Grössen y^ — y^ und x^ — 0?^ 
gleiches oder ungleiches Vorzeichen haben. Demzufolge ergiebt 
die Division beider Gleichungen 

P P 

12 1 ^ y|-^fla?i — h 

P P '^ «2 — ax^ — 6 * 

12 2 ^* ^^ 



Gans «u( die gleiche Woise Oder aaeh dupoh su^esmve' ErbdiUBg 
der IadiG09 in der vorbergehendeo Formel leitet man die^ folgen-i 
den Foripeln ]»er 



p p 


SS 2 


P P 


3S S 


P P 


^ .». 



Vi- 


— ax^- 


-b 


y»' 


— ioasj- 


-6 


,»- 


-„«%^ 


-6 



34 4 ^.^ ^ 



««'•••••4 



p 


p 


n— l,n 


■-1 


p 


p 


n— l,Ä 


n 


p. 


p 


».1 


n 



yn-1 — «ai-t — 6 

}/n—aODn — ^ 

' < ; .» 

— yn—a^n — h 

P P yj — öa?!—* ' ' 

n4 1 

Multiplicirt man alle diese Gleichungen mit einander, so resültirt; 
die Gleichung 

P P . P F\ P P ..... P P . P P 

12 1 23 2 84 3 n-1,n»-l n,\ n 

PP.PP.PP....P P . P P — *» 

12 2 23 8 34 4 «-^t<» « »,11 

welche das in Rede stehende ^ Theorem ausspricht. Wenn man 
bomerktf da^s die heidao auf eiqe. Sf^it^ hezugUehen Seg^meote, 
gleiches oder ungleiche^ J^e^hen hab^n, je, oapMem der Schnitt- 
punct dieser Seite mit der Transversalen auf ihrer VerlängeriiDg 
oder auf ihr selber hegt, so ergiebt sich noch, dass jede beliebige 
Ti:^nsyersale . ifnmer nur eine gerade Anzahl der 8eiteil dea. 
durchschnittenen Polygones selbst durchschneiden könne. Die 
übrig bleibenden Schnittpuncte gehören den YerlängeruDg^ 'der 
bezüglichen Polygonseitei^ an. 

3. Gegeben sei ein Polygon von ungerader Sci-- 
tepzahl und ein willkürlicher Punct in dessen Ebepe. 
Wenn man von allen Eckpuncten dieses Pplygö^es 
2(us und durch den willkürlichen Punqt Transversa- 
len zieht und jede Transversale bis zum Durch- 
schnitte mit der Gegenseite des bezüglichen Eckpunc- 
tes verlängert, so sind die Producta der getrennten 
Segmente gleich g[ross, abqr von «entgegengesetzten 
Zeichen. 
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Nehnoien ^r, da das Princip des Beweises durch die Seiten- 
zabl nicht geändert wird , grösserer Einfachheit halber das Polygon 
als ein Fünfeck an und wählen den willkürlich in der Ebene des 
Polygones gegebenen Punct zum Anfangspuncte, so sind die t^Iei- 
chHngen der den Eckpuncten Pn Pxj P^y P%, Ps entsprechenden 
Transversalen beziehungsweise 

y—agX = 0, y — OtX = 0, y—a^x = 0, y—a^^x *= 
und man findet leicht, indem wir den Schnillpunct der ersten un- 
ter diesen Transversalen mit der Gegenseite P^P^ durch das Sym- 
bol P hez^hoen, 

94 

P P 

S4 a _ y» — flt^a 

34 4 

oder, wenn man bemerkt, dass die durch den Punct P| gelegte 
Transversale eine Gleichung hat, der die Coordinaten dieses Puno^. 
tes iGenüge leisten müssen, und dass mithin die Relation 

jfi — OtX^ 35 0, woher Of =? -^ 

erfüllt vrird, durch Einsetzung des Werthes von ai 

P P 

S4 3 ^ __ yaa?i — yta?» 

P P yia?4— »4«?! * 

34 4 

Auf demselben Wege oder auch durch successive Erhöhung der 
Indices erhält man die ähnlichen Formeln : 

P P 

yi9ii—yi^i ' 
ya«!— yia?a ' 

yia?4— y4agi 

y4»2— y2»4 ' 
P ys^t—yz^^ ' 

Hultiplicirt man diese fünf Formeln mit einander und nimmt rechts 
die gehörigen Hebungen vor^ so resultirt die zu beweisende Glei- 
chung: 



4S 


4 


P 


P 


45 


5 


P 


P 


H 




P 


P 


51 




P 


P 


tt 




P 


P 


«- 




P 


P 


» 
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P P P P P P P P P P 

84 3 45 A 5t 5 H 1 M » i 

PP'PP'PP'PP'PP^ 
S44 455 51112 3 33S 

Die drei in diesem Paragraphen bewiesenen Theoreme sind 
ersichtlich Verallgemeinerungen von Theoremen, die wir im vor- 
hergehenden Paragraphen als für das Dreieck gültig dargethan 
haben. 

4. In jedem Dreiecke liegen der Durchschnitts- 
punct der drei Höhen, der Schwerpunct und der Mit- 
telpunct des umschriebenen Kreises auf einer und 
derselben Geraden. Die Entfernung der beiden er- 
sten Puncto von einander ist doppelt so gross als die 
Entfernung der beiden letzten. 

Das gegebene Dreieck sei ABC und die Grundlinie AB möge 
zur Abscissenaxe genommen werden und ihre Mitte zum An- 
fangspuncle rechtwinkliger Coordinaten. Es seien ferner die Ab- 
scissen der Puncto A und B respective gleich — c und -f c und 
die beiden an der Grundlinie anliegenden inneren Dreieckswinkel 
ihrer absoluten Grösse nach gleich a und ß. Endlich möge die 
Spitze C des Dreieckes auf der Seite der positiven Ordinaten sich 
befinden. Unter diesen Voraussetzungen sind, zu Folge der For- 
mel (3) oder (13) des S* ^. der Gleichungen von BC und OA be- 
ziehungsweise 

(BC) y = —\%ß{x—c\ 
iCA) y = tga(a? + c). 
Denken wir uns diese Gleichungen als gleichzeitig zwischen y und 
X bestehend, so erhält man die Coordinaten des Durchschnitts- 
punctes C, nämlich 

,n\ Q sinasin/J s in(/g — a) 

woher noch als für eben diesen Punct C gültig die Relationen 

,^. ^ sinacos/^ „ sin/? cos a 

^ sm(a + /?) sm(a + /J) 

hergeleitet werden. Demgemäss sind die Coordinaten des Halbi- 
rungspunctes der Seite BC (cf. Formel (7) im %. 9.) 

_^ csinasin/? ^ ccosasin/? 
^ "" sin(a-f-/J) ' ^"^ 8in(a + /?) 

und die Coordinaten des Halbirungspunctes der Seite AC 
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_ esinasinß csiaacosß 

* "" 8in<Ä + ß) ' ® ^ 8ia(a + ß)' 
Nunmehr sind die Gleichungen der beiden auf den Seiten BC und 
ÄC in der Mitte Senkrechten 

c sin a sin/} 



^ ^/ ccososini^V 

— COtg ßlx ;— r -— ^ I 



^ sin(a+/J) 
=3 y — jD COtg /? + c COtg (a+/?) == und 

csinasin/^ . . / . csinacosi9\ 

y ' / , m +cotgala?+ . , .-T ] 

Bm(a+ß) ® \ sin («+/?)/ 

= y + a?cotga + ccotg(a+/?) = 
und die Gleichungen der beiden von A und B aus respective auf 
die Seiten BC und AC gelallten Perpendikel: 

y = coigß(x+c) und y = — cotga(a; — c). 
Verbinden wir die Gleichungen der beidea erstgenannten 
Senkrechten durch Subtraction, so folgt 

X = 0, 
d. b. der Durchschnittspunct der beiden auf BC und AC in der 
Mitte senkrecht errichteten Linien liegt auf der Ordinatenaxe , wei- 
che auf der AB gleichfalls in der Mitte senkrecht ist; folglich 
schneiden sich die drei Senkrechten, welche auf den 
drei Seiten eines Dreieckes in der Mitte senkrecht 
errichtet werden, in einem Puncto und wenn wir die Co- 
ordinaten dieses Durchschnittspunctes mit ya, x^ bezeichnen, so 
folgt a?a = 0, ya =r — ccotg(a+/?). 

Verbinden wir die Gleichungen der beiden letzterwähnten 
Senkrechten durch Subtraction, so ergiebt sich nach einigen Re- 
ductioneo _ ün(ß — g) 

^"SinCa + z?)' 
d. h. die Gleichung der von C aus auf AB gefällten Höhe; also 
schneiden sich die drei Höhen eines Dreieckes gleich- 
falls in einem Puncto und wenn wir die Coordinaten dessel- 
ben durch yi, x^ bezeichnen, so findet man leicht 

c&in(ß — g) _ 2c cos/? cos g 

^* ~ sin(g + /?)'** ~ sin(g + /J) * 
Endlich die beiden auf die Seiten BC und AC bezüglichen 
Hittellinien haben zu Gleichungen 

singsin/9 / , ^ n 

' sm g cos /? -f 2cos a sm ß 
und 
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^ ' 2sinacos/? + co8a8iD/? 

Multiplicirt man die erste dersdben mit sinacos/? + 2cosasin/} 
und die zweite mit 2sinacos^ + cosasin/?, und verbindet die 
Resultate durch Subtractiofi , so folgt nach einigen Reductionen 

2sinasin/? 

d. h. die Gleichung der auf die Seite AB bezügliehea Mittellinie. 
Mithin schneiden sich die drei Mittellinien eines je- 
den Dreieckes in einem Puncte und bezeichnen wir die 
Coordinaten dieses Punctes, welcher mit dem Schwerpuncte des 
Dreieckes identisch ist, durch ^2* ^i> ^^ ergeben sich für diesel- 
ben die Werthe 

c^\vl{$ — of) 2csinosin/7 

*^ = 3sin(a+/?) ' y* = äsin («+/*:)•' '. 

die man übrigens auch etwas einfacher durch Benutzung der For- 
mehi (9) des $. 13. für ^' = A" = iL'" = I hätte erhalten können. 
Nun sind die Bediugungsgleichungen dafür, dass die drei 
Puncte (yi , acti), (y,, x^) und (yj, x^) in gerader Linie liegeu 
und dass die in unserem Theoreme näher bezeichneten Entfer- 
nungsverhältnisse wirklich statt haben [cf. §. 9. Formel (6) für 
J> = 2, j^ 1] 

^2 — Q una a?2 = ^ . 

Dieselben werden durch Einsetzung der gefundene Werthe fiir 
^if ^ii ^2 ^^^' verificirt; folglich ist die Gültigkeit dea in Red^ 
stehenden Theoremes dafgethan^ 



* Wenn diese Gleichungen statt ßnden, so müssen die drei in Rede stehendeo 
Puncte in gerader Linie liegen; denn alsdann folgt 

y,-y, = J!LZJÜ. und ^-;t. = ^l^ . 

woher durch DirisioB 

jjj — rCj X\-^X^ 

Aligemein, wenn die Coordinaten y und x^ y' und x'y y" onds" 
den beiden Bedingungsgleichungen (Q) des $. ft. Genüge lei- 
sten, so liegen die drei bezüglichen Puncte in gerader 
L. . ' 

inie. 
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5* Wir sprechen ohue Hinsufügung des Beweises noch die 
nachfolgenden Theoreme aus, welche aas Plücker^ analytisch geo« 
metrischen Edtwiokelangen entnommen sind: 

Das Perpmükii^ welches auf der Hypotenuse eines rechh 
imkKs^ Dreieckes in deren Durchschnitte mit der Halhirungslinie 
des rechten Winkels errichtet wird, bestimmt auf den Katheten 
(von der Spitze des rechten Winkels aus gerechnete) gleiche Seg^ 
mente. 

Wenn man um ein ParaUeltrapez irgend ein Parallelogramm 
buchreibt, so gehen die beiden Diagonalen des ersten und eine 
kicht ssu bezeichnende Diagonale des letzleren durch einen und 
denselben Punct. 

Dec Begriff des ümschreibens ist in diesem Satze ganz all- 
gemein genommen: ein Parallelogramm heisst um ein Trapez he* 
schrieben, wenn die Winkelpuncte des letzteren entweder unmit- 
telbar Huf den Seiten des ersteren oder auf deren Verlängerungen 
liegen. 

Wenn man durch jeden zweier gegen'&herliegender Winkel-- 
j^nct» etiMf ParaUelogrammes in beliebiger Richtung eine gerade 
Linie zieht, so bestimmen die Durchschnittspuncte dieser geraden 
Linien mit den Seiten des ParaUelogrammes die Winkelpuncte 
eines ParaUätrapezes. 

Wenn man in einem Vierecke die Mitten je zweier gegen- 
überliegender Seiten und der beiden Diagonalen durch drei ge- 
rade Linim verbindet, so gehen die drei Verbindenden durch einen 
Punct. 

Wenn man in der Ebene einer gegebenen voUständigen vier* 
seitigen Figur eine beliebige Transversale zieht, die die drei Dia- 
gonalen in drei Puncten schneidet und zu diesem Durchschnitts^ 
puncte und den drei bezUglichen Paaren gegenilberliegender Win- 
kelpumte der vierseitigen Figur (wobei die Puncte jedes Paat^s 
als zu einander conjugirt gelten) die vierten harmonischen Thei* 
lungspuncte sucht, so erhält man solche drei Puncte, die in ge^ 
rader Linie liegen. 

Wenn man von einem beliebigen Puncte in der Mene eines 
gegebenen Viereckes nach den Durchschnitten der beiden Paare 
gegenüberstehender Seiten und dem Durchschnitte der beiden Dia-^ 
gonalen gerade Linien zieht, so gehen die drei viert&t Härmend 
kakn zu jm^. irei linienpoßren und diesen drei geraden Linien 
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durch einm und denselbm Punet (Die geraden Linien jedes Paa- 
res gelten hierb« als einander conjugirt). 

Wenn irgend zwei gerade Linien und auf jeder der$eilben 
drei Punete, auf der einen die Puncte Ay B^ C und auf der an- 
deren die Puncte A', B\ C* gegeben $ind, so sehneiden sich die 
drei Linienpaare AB' und A'B, AC' und A'C, BC und BfC m 
solchen drei Puncten, die in gerader Linie liegen. 

6. Um ein Beispiel zu dem allgemeinen Theoreme, wel- 
ches den Scbluss de» §. 10. bildet, zu geben, wollen, wir den Ort 
desjenigen Punctes betrachten, dessen einer gegebenen Richtung 
parallele Abstände von zwei gegebenen Geraden eine gegebene 
Summe oder eine gegebene Differenz habe. 

Die Gleichungen der beiden gegebenen Geraden V und l" 
seien respective 

u' = y— a'a?— 6' = und w" = y — a''x—b" = 0, 
ihr Durchschnittspunct (cf. Fig. 26) durch und die gegebene als 
absolute Zahl betrachtete Constante durch S bezeichnet. Die ge- 
gebene Richtung endlich oder vielmehr eine beliebige dieser Rich- 
tung parallele Gerade möge zur Ordinatenaxe gewählt werden. Als- 
dann bezeichnen > sofern der Punct (y, x) ausserhalb der beiden 
Geraden i'und i" fallt, die Ausdrücke y-a*x^V und y — a"x—h" 
geradezu die der Ordinatenaxe parallelen Abstände dieses Punctes 
von den Geraden V und V* und die Gleichung 

(1) ±{y—a'x — h*)±{y—a"x—V*)==s 
drückt den gesuchten Ort aus. Derselbe setzt sich offenbar zu- 
sammen aus zwei Paaren von Parallellinien, deren erstes durch 
die beiden Gleichungen 

(2) w'+m" = s und t4' + w" = — « 
und deren sweites durch die beiden Gleichungen 

(3) «e'— w" = 5 und u'—u" = —s 
ausgedrückt wird. Behufs der Construction bemerken wir,- dass 
der Gleichung (1) sowohl Genüge geschieht, wenn man gleichzei- 
tig die beiden Gleichungen 

y — a"x — V = und y—a*x — V = HH«, 
sowie auch, wenn man gleichzeitig die beiden Gleichungen 

y^a!x~V = und y—a^'x—V = ±« 
setzt. Das erste Gleichungssystem drückt die Durchschnittspuncte 
A und C der Geraden V mit den beiden Parallelen AA' und 
CC* aus, welche die Gerade V in den mit der Ordinatenaxe 
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parallelen Abständen + s und — s hat [cf. Formel (8) des §. 8. 

unter der Annahme i = oo also -: = =3l, sin (I.o?) 

J 
= sin(y, flc). = sin«]; das zweite Gleichungssystem drückt die 

Durchschnittspuncte D und B der Geraden I' aus mit den beiden 
Parallelen D'D und B'B^ welche die Gerade V^ in den mit der 
Qrdinatenaxe parallelen Abständen +s und — s hat Dies Yor- 
ausgesetzt erhellt leicht, dass die durch die Gleichungen (2) dar- 
gestellten Ortsgeraden respective identisch sind mit den Verbin- 
denden DA und BC und ebenso die durch die Gleichungen (3) 
dargestellten Ortsgeraden respective identisch mit den Verbinden- 
den AB und CD. Die Tier Puncte Ä^ B^ C, D bilden ersichtlich 
die Eckpuncte eines Parallelogrammes und die Seiten desselben 
als unbegrenzte Gerade gedacht machen den gesuchten Ort aus. 

Ein Blick auf die Figur, wobei der Bequemlichkeit halber 
die Gerade V als Abscissenaxe angesehen werden kann , zeigt so- 
fort, dass, wenn der Punct (y, x) irgend eine bestimmte Seite 
des Ortsparallelogrammes durchläuft, die Abstände desselben Yon 
V und V' dasselbe Zeichen behalten; hingegen wenn man aus 
dem Umfange heraustritt und auf der Verlängerung der bezeichne- 
ten Seite fortgeht, so wechselt allemal eine der beiden in Rede 
stehenden Distanzen ihr Zeichen, während die andere dasselbe 
Vorzeichen beibehält. Zu Folge dieser Bemerkung ist es leicht zu 
schliessen^ dass für alle Puncte, die auf dem Umfange 
unseres Ortsparallelogrammes liegen, die gegebene 
Länge $ sich durch Addition aus den absoluten Wer- 
then unserer Distanzen zusammensetze, durch Sub- 
traction dagegen für alle Puncte, die auf der Verlän- 
gerung einer Seite liegen. 

Der Ort aller Puncte^ deren im absoluten Sinne und einer 
bestimmten Rid^tung parallel genommene Abstände von zwei gege- 
benen Geraden V und V* eine Summe von gegebener Grösse s er^ 
zmgen^ ist der Umfang eines Parallelogrammes, dessen Diagona- 
len in die Riditungen der beiden gegebenen Geraden V und l" 
hineinfallen. Die als unbegrenzt gedachten Verlängerungen der 
vier Seiten dieses Parallelogrammes bilden den Ort derjenigen 
Puncte f für weM^e die Differenz der bezeifAneten gleichfalls im 
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ghsahUm Srnne genommenen Ab$tände eine gegAene Oi^össe s aia^ 
macht. 

Betrachten wir die Gleichungen der beiden Parallelen (3), 
so erheilt, indem man für u' und u'' die gi.eichgeltenden Aus- 
drücke setzt, dass die Grösse y sich aus denselben weghöbt: folg- 
lich sind zwei Gegenseiten des Ortsparallelogrammes der ^egebe^ 
neu Richtung parallel. Dasselbe erhellt geometrisch augenblicklich 
▼ermöge Gongruenz zweier Dreiecke, aus welcher Ä'Ä =3 A*'B 
folgt. Nun ist aber A^Ä auch :t= Ä**B , also A'ÄA"B ein Parallelo- 
gramm, also A'A^' 4^ AB. 

Nehmen wir beispielsweise an, dass P auf der BC liege, 
welche zur Gleichung hat u'+u" = — s, so ist nach Grösse und 
Vorzeichen m' = SP und m" = HP; die Gleichung w'+w" = — ^ 
ist demgemäss identisch mit der Gleichung 

SP+BP=:—8y 

welche durch die Bemerkung rerificirt wfa*d, dass BP nach Grösse 
und Vorzeichen gleich QS sei , also SP+ BP = SP+Q8 ^ QP 
^ AB ^ A'A" = — s. Mitbin, da SP und BP beide wesentlich 
negative Längen darstellen, setzt sidi ihre algebraische Summei 
wie es unser Theorem verlangt, durch Addition der absoluten 
Werthe zusammen. 

Das letztgenannte Theorem gilt Übrigens aueh, wenn man 
die daselbst bezeichneten auf V und V betulichen Abstandslinien 
beziehungsweise, mit gegebenen constanten Zahlenfactoren mf und 
wl* sich muüiplicirt defekt, sowie auch, iüenn man diese Abstände, 
statt sie einer bestimmten Bichtung parattd zu nehmen, viebndir 
beziehungsweise auf die V und V* senkrecht voraussetzt. 

§. 15. 

Von der Transformation der Coordinaten. 

l) Indem wir die Lage eines Pnnctes vermöge seiner Coor* 
dinaten bestimmt haben, ist bisher keine RAcksidit genommen 
auf die unendliche Mannigfaltigkeit dieser Bestimmungsart , die ans 
dem Umstände hervorgeht, dass sowohl der Anfangspunct der Co- 
ordinaten vollkommen wilikurlich ist, wie auch die Richfung der 
durch diesen Anfangspunct hindurchgehenden Coordinatenaxen. 
Nehmen wir also an, ^ Coordinaten y, x irgend eines Punetes 
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bezögen sich ahif ein gewisses Coordinätensystetn, dessen Axen wie 
bisher bezeichnet sein mögen, dagegen die Coordinaten 17, § des- 
selben Punctes bezögen sich auf ein anderes Coordinatensystem, 
dessen Anfangspunct beisse und dessen Axen HH' und SS' 
sein mögen. Alsdann ist klar, dass, wenn die auf das erste Sy^ 
stem bezfiglichen Coordinaten y^x gegeben sind, der zugehörige 
Panct P durch eine der Pag. 5 angedeuteten Constructionen in 
eindeutiger Weise erhalten wird , und indem man hierauf die Lage 
des Punctes P als bestimmt ansieht, erhält man durch eine gleichr 
falls bekannte sehr einfache geometrische Construction dessen Cor 
ordinaten j;, | in Bezug auf das zweite System. Mithin hält es 
geometrisch nicht schwer durch eine zwiefache Construction von 
den Coordinaten y, x überzugehen zu den Coordinaten t], ^; wir 
müssen diesen Uebergang nun auch analytisch bewerkstelligen. 

Hierzu ist Yor allem nöthig die Lage des zweiten Axensy- 
Sternes gegen das erste festzustellen und zu dem Zwecke nehmen 
wir zunächst au, die Lage des neuen Aufangspuuctes 0' sei gege- 
ben durch seine auf das primitive System beaogenen Coordinaten 
a and 6, OÄ ss a und ÄO* ^ h. Die Richtung ferner der bei* 
den neuen Axen wird vollständig bestimmt durch die beiden Win* 
kel, welche sie mit der alten Abscissenaxe einschliessen. Näher 
wird die Richtung der +§ bestimmt durch den Winkel ($, er), 
den dieselbe mit der Richtung der + x bildet und dieser Winkel 
ist ersichtlich positiv oder negativ » je nachdem die Richtung der 
+ 1 in Bezug auf das primitive System wesentlich positiv oder 
negativ ist , d. h. je nachdem die Halbaxe der positiven | entwe- 
der auf der positiven oder negativen Seite einer Parallelen liegt, 
welche durch den Punct & mit' der Axe XX' gefuhrt wird. Die 
Richtung der -J^rj wird gleichfalls vollständig und in eindeutiger 
Weise festgelegt durch den concaven Winkel (17, ^), welcher ge* 
bildet wird von den beiden Richtungen der + tj und der +x und 
dieser Winkel ist wesentlich positiv oder negativ, je nachdem die 
Richtung der + rj ia Bezug auf das primitive System wesentlich 
positiv oder wesentlich negativ ist. 

Die beiden Winkel (^,0?) und (t], x) sind demgemäss zwi^ 
sehen den Grenzen — tt und +^ eingeschlossen. Dieselben sind 
ebensowohl erforderlich, wie hinreichend zur Bestimmung der 
RichtQDgs Verhältnisse der neuen Axen: indessen wird die Rech* 
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nuiig bequemer und fibersichtlicber, wenn wir noch einige andere 
Winkelgrössen einführen, die Termoge jener leicht bestimmt wer- 
den können, nämlich die drei Winkelgröss^n (y, rj)^ (y, |) und 
(?» ^)* Was die beiden ersten anlangt, so werden sie bestimmt 
durch die Gleichungen 

und 

(2) (», Ö « (y, a?)-(f, x); 

die dritte ist der neue Coordinatenwinkel und wird gegeben durch 
die beiden Formeln 

(3) (17, Ö = {ri, 0?) — (^ 0?), (?, ri) = (y, §) — (y, 17). 

Bei den Grenzen, innerhalb welcher die drei Winkel (y, x\ (tj^ x) 
und (^, x) variiren können, ist es wohl möglich, dass die eine 
oder andere der drei zuletzt eingeführten Winkelgrössen convez 
ausfällt. In diesem Falle mache man dieselbe durch Hinzufügung 
von + Stt oder — 27t concav : diese Hinzufügung ist statthaft, 
weil in den Formeln, die wir sogleich entwickeln werden, nicht 
diese Winkelgrössen selbst' eintreten, sondern nur gewisse gonio- 
metrische Functionen derselben, deren Werth bekanntlich durch 
eine solche Vergrösserung oder Verkleinerung des Argumentes 
nicht geändert wird. Betreffs der beiden Winkel (y, rj) und 
(y, ^) kommt dies darauf hinaus, sie als positive oder negative 
concave Winkelgrössen anzusehen, je nachdem die respectiven 
Halbaxen der + rj und + ^ positiv oder negativ sind in Bezug 
auf die Axe FF', d.h. je nachdem diese Halbaxen sich respective 
auf der positiven (rechten) oder negativen (linken) Seite einer Par^ 
allelen befinden, welche durch den Punct O* mit YY' gelegt wird. 
Der Coordinatenwinkel (17, ^) wird auf diese Weise gleichfalls ein 
Winkel zwischen den Grenzen — n und +7t und zwar ist er 
(natürlich nur in Bezug auf das primitive System) positiv oder 
negativ, je nachdem der Sinn der in dem Symbole (17, ^) ange- 
deuteten Drehung einerlei oder verschieden ausfällt von der den 
Coordinatenwinkel (y, x} erzeugenden Drehung. 

2. Betrachten wir jetzt (Fig. 14.) die Coordinaten AP = 
OjB = y und OA *s x irgend eines Punctes in Bezug auf das 
System der y, x und die Coordinaten Ä*P «= ij und (fÄ' = ^ 
desselben Punctes in Bezug auf das System der 17, | und ziehen 
ssu dem Zwecke durch (y zwei Parallelen, die eine N^&N mit der 



Axe der y and die andere M'O'M mit de^ Axe der sb. &ieri)ei 
mögen M und N aof den genanntetii Parallelen derartig gewählt 
werden, daas die Bewegung toh O' nacti N dein Sinne der po- 
sitiven y und die Bewegung ton 0' nacli M dem Sinne iet po- 
sitiven (0 entspreche. Alsdaail hat man 

ix = 0C+ CA = a + O'D, 
W jy «= iP + DP=t 6 + 0'i?; 
mithin kommt es darauf an, O'D und O'JF ztt (bestimmen. Diese 
BeBlimmnng geschieht vermöge des Theoremes am iSdhliissö des 
§.4. p. 64, zu Folge dessen die Projection des Umfanges\' eihes 
Dreieckes, wie O'Ä'P, auf jede Axe identisch der Kttll gteiiiB ist. 
Denken wir uns also diesen Umfang in der Richtung der 'Be- 
wegung von 0' über Ä' und P nach (f mrhak durchlaufen, so 
haben wir die Projectionen der einzelnen Dreieckss^iten auf die 
Axen der x und y, oder, was) dasselbe ist, auf die diesen Axen 
Parallelen MM' und NN* zu berechnen. 

Die Halbaxe der + ^ liege zunächst oberhalb MSt' und 
babe also eine wesentlich positive Lage in Bezug auf das primi- 
tive System. Alsdann ist das Vorzeichen tön ^ ss O'Ä* dasselbe, 
mag es als eine Lftnge des Systemes der i;, | oder als eine 
Länge des Systemes dery, x betrachtet werden, und die "Winkel, 
welche eben diese Länge, im positiven Sinne ihr^K^ tUchfu^g ge- 
nommen, mit den Ralbaxen der +y und ^^ x einschliesst/ fallen 
zusammen mit den Winkeln (y, ^) und (£, ä;): demgemä^s sind 
die Projectionen der Länge § auf die Axen der a) Und y respective 



^_siiKy^ und S^ 



l a;) 



sin(y, x) sin(y, x) 

Dieselben Formeln gelten aber auch noch, wenH die Halbaxe der 
+ S uiitei'haib iHf ' Kegeö , also emö Wesentlich negative Läge in 
Bstog mt das primitive Systetti hdben Sollte. Daä Vollzeichen 
von O'A' ist alsdann nämlich verdChii^den , je nachd^ffi das- 
selbe als eine L&agtt d^öd neuen dd6r als eine Länge des primi- 
tiven Systemes betrachtet Uli^d, und da ^ nach Gi^össe und Vor- 
zeichen (yA' als eitref Lällge des Systemes der i;, ( darstellt, so 
stellt — ^ die Strecke O^At. ftath Grösse und Vorzeichen in Bezug 
auf dw primitiv« 1^sf«m Aar. -^ Bfifbm ist diö auf die Axen 
der y und » zu pröjici*önd<§ Läiige ^-?, und da die Wiökel, wel- 
che eben dllf^ Lange im Sinne ihrer Bezugs der primitiven Axeii 
poMtiv^tt RSdltuttg i6ii den Hdbaxen defr -f jr und + x ein« 

Schwan, l» 12 
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scbtiesst, ersichtlich (y, — D und ( — S, x) sind (denn die Rich- 
tung der Axe ES\ welche in Bezug auf das neue System als 
positiv gilt, ist in Bezug auf das primitive System wesentlich po- 
sitiv und umgekehrt): so hat man zunächst für die in Rede stehen- 
den Projectionen von 0*1' auf die Axen der x und y die Aus- 
drücke : 

_ 8in(y,-g) ^^^ _ 8in(-|a;) 

sm(y, a?) sm{y,x) 

Nun ist aher unter allen Umständen zu Folge der Formeln (11) 
in $. 1. 

sin(y, — D = — sin(y, Ö» sin(— |, x) » — 8in(^, x). 
Durch Einsetzung dieser Werthe in die Zähler der vorhergehenden 
Ausdrücke gehen dieselben über in diejenigen, deren allgemeine 
Geltung wir behaupteten. 

Ganz ebenso sind die Projectionen von A'P auf die Axen 
der X und y nach Grösse und Vorzeichen in jedem Falle gegeben 
durcb die Ausdrücke: 

' sm(y,a?) ' sm(y,a?) 

Endlich die Projection von PO* auf die Axe der x ist nach 
Grösse und Vorzeichen dargestellt durch DO' = — O'D und auf 
die Axe der y durch £0' = — 0'£. 

Wenden wir nunmehr das vorangestellte Princip an, so fol- 
gen die beiden Gleichungen 

8in(y.g) 8iD(y,i?) _^j, ^ q 

8in(y, X) ' 8in(y, x) 

sm(y, x) ' sm(y, x) 
und setzt man die Werthe von O'D und 0*B aus diesen Gleichun- 
gen in die Gleichungen (4) ein, so erhält man die Hauptformeln 
der Transformation der Coordinaten 

^ _ ^ , gsin (y>g)+iy sin (y,iy) 
(5) / 8in(y,a?) 

y ^ 5 I g8ip(g>a?)+9?sin(iy,a?) 

sin (y , x) 

Vermöge dieser Transformationsformeln kann man von ir- 
gend einem gegebenen Coordinatensystem zu einem beliebigen an- 
deren übergehen. Will man umgekehrt von dem Systeme der tj, | 
wieder zurückgehen zu dem Systeme der y, o;, so hat man, in- 
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dem a^ (' die Coordinaten des Anfangspunctes in Bezug auf 
das System der rj^ ^ bezeichuen, in diesen Formeln af und V an 
Stelle von a und ( zu siBtzen, ferner y, a; an Stelle Ton 17, S und 
umgekehrt 17, ^ an Stelle von y, x. Dadurch erhält man 

t ^si a?sin(i?,a?)+y8in(i?,if) 

g SS a i r—p CT 

sm(jy, §) 
, / , ap sin (a;,g)+y sin Cy,g) 

^ '=-*+ itoOT 

uDd der Sinn der in diesen Formeln vorkommenden Winkel be^ 
stimmt sich, indem man die in dem Symbole (97, ^J angedeutete 
Drehung als wesentlich positiv annimmt. Will man lieber die 
Drehung, wodurch der ursprüngliche Coordinatenveinkel (j/,x) ent-^ 
steht, der Yorzeichenbestimmung zu Grunde ^legen, so bemerke 
man, dass man hat 

und demgemäsB besser schreibt: 

t ^t , gsin (17, 0?) —y sin (y,i?) 
§ = a + H— 7 — 1\ 

^ ' ?7 = y a?sin(g,a?)— ysin(y,g) 
^ 8in(i;,^) 

Was die Coordinaten a\ V und a, 6 anbetrifft, so müssen 
offenbar die Einen aus den Anderen gefunden werden können. ^ In 
der That die Formeln (5) gelten für jeden beliebigen Punct der 
Ebene, also auch fuur den Punct 0, d. h. für die Spedalweirthe 
S =: a^ 97 sBs i' und a; = 0, y = 0; ebenso gelten die Formeln 
(6) gleichfalls für jeden beliebigen Punct der Ebene, also auch 
för den Punct 0', d.h. für die Special werthe ^ = 0, ij = 0, 
und a; = a, y = 6. Durch die Substitution der erwähnten spe- 
ciellen Werthe an Stelle der allgemeinen Coordinatenwerthe ^, jf 
^d ^»y gehen die Gleichungen (5) und (6) über in die folgenden: 



(7) 



^ _ fl'sin(y,;g) + ysin(y,iy) 

sin (y, a?) 



und 



, _ g^ sin (g, a?) + h' sin (iy, x) 

"~ sin (y, a?) 

t ^ g sin (ly, a?) — 6 sin (y, iy) 

/g) 1** "" sin(i;,^) 

^ j/ _ osinfg^g;) — 6sin(y,g) 

sin(^,^) 

und die beiden letzten Formelsysteme vorausgesetzt hält es nicht 

12* 



schwer sich zu überzeugen, dass die Formeln (6) aus deu For- 
weli^ (§) durch Auflö^uqg der letzleren nach f und rj hergeleitet 
werden können. Die Formeln (5) sind also identisch mit den 

Formeln (6). 

3. Unter den besonderen Fällen sind besonders folgende 

von Interesse: 

a) Der Anfangspunct allein wird geändert und die Richtung 
der Axen bleibt ungeändert, d.h. die neuen Ajen sind den 
allen parallel. Die Transforroationsfonneln (Sf gehen dann 
wegen der •Relationen (y, ^) ^ (y, a?) = «• (y» ^) = CS» ») 
-^ 0, (I, Cd) ^ (o;, X) = 0, {t], a?) = (y, o;) = a über m die 
jeinfacberep 

(9) '0? = « + §' y == * + 9- 

b) Der Anfangspuncl bleibt unverändert, dagegen die Rich- 
tung der Axe^i wird verändert. lodepi man in (5) a = und 
( SS setzt, folgt 



(10) 



/ gsin(i/,g) + ^sin(y,i?) 

\^*^ sin (y,a?) 



\ fsin(^,»)+^sin(g^ 

c) XraBsforroatioD eines rechtwinkligen Cvordi- 
natensystemes in ein anderes gleichfalls rechtwink- 
liges mit demselben Anfangspuncte. In diesem FaUe «t 

a = 0, 6 = 0, (y, x) = -^, also «in(y, a;>= 1. 

Femer setze man ^ ^^^ ^^ ^ ^^ 

der Winkel (»j,«) ergiebt sich dann zu Folge der Bedingung, dass 
das neue Coordinatensystem ebenso wie das alte rechtwinklig sein 
.,oft.. Weü nämlich (jj, I) = +^. wo das Vorzeichen + oder 
— gut, je nachdem der Winkel (i?, |) in Bezug auf das primiti« 
System'wesentlich posUi? oder negativ genommen werden muss, 
geht die erste der Gleichungen (3) über in 

(r}, x) = <J ± Y- 

(Wenn vermöge dieser Formel der Winkel (>?, x) convex ausfallen 
sollte, so ist es statthaft, wenn auch nicht gerade nothwendig, ihn 
durch Addition von +2?r oder — 27r concav zu machen). Es er- 
glüht sich ferner vermöge der Gleichungen (1) und (2) 



und 
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(y, 1?) = (y, »)-(!?, X) = ^+^ — 6 = i ^^ 



Cy. S) = (y, «)— (I. ») « -öT— *• 



2 

Darch Substitution diMW Winkelwerthe erhilt man nonnMhr aiui 
den GkichuDgett (10) 

X = ^cosd'+rjsind 

(11) ^ [(y» a?) = -|-, (^, ^ = +-J] 

y = Isindj+ijcdsd (f, a?) = d 

und för den Rückgang von dem Systeme der t/, f su dem Sy* 
Sterne der y, o; leitet man hieraus die folgenden Formdn her: 



(\2) (^ "* _a?co»d4-y8ind 

(?7 9 Hh jiPSU 



7] 9 + dasind +^ycos(). 

4. Die Transfermation der Coordtnaten dient zur Vereinh' 
Hebung mancher Untersudmngen« Sei die Gleichung irgend einer 
Curve zwischen y und x gegeben, so geht dieselbe Termöge der 
Transformationsformeln (5) in eine Gleichung z¥räseben 17 und § 
über, welche dieselbe Gnrve ausdruckt: denn die Coordinatenwerthe 
y, X und tj^ £ enti^reehen einander, so dass für jede zwei be- 
stimmte Werthe von y, x^ welche einen Punct in Beziehung auf 
das erste Coordinatensystem festlegen, die Coordinaten 37, | des- 
selben Punctes zwei durch die Formeln (5) oder (6) bestimmte 
Werthe erlangen, welche der transformirten Gleichung Genüge lei- 
sten. Also drücken beide Gleichungen denselben geometrischen Ort 
aus. Nun sind aber durch die Transformationsformein (5) in die 
Gleichung zwischen ij und § die willkürlichen Constanten 

iujieingekjOOHuen, deren Werthe die Lage des neuen Axensysteme^ 
bestimmen. Also ist es im Allgemeinen! statthaft, zwischen den 
Coefficienten der transformirten Gleichung (die wir uns natürlich 
nach Potenzen von 17, ^ geordnet denken) vier Bedingungsgleichun- 
gen nach Willkür anzunehmen, Vermöge welcher die Werthe der 
genannten Cönstanten und mit ihnen die Lage der neuen Axefl 
specialisirt wird, und es leuchtet ein, dass die transformirte Glei- 
chung dadurch in Tielen Fällen , etwa durch das Herausfallen ge- 
wisser Glieder, deren CoelScitoten eich annüUiren, einfacher wer- 
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den kann als die primitive und demg^äsa zur Untersuchung des 
in Frage stehenden Ortes sich ganz besonders eignet. 

Wir bemerken an dieser Stelle noch, dass die Substitutions- 
formeln (5), vermöge welcher die Coordinaten y, x ausgedrückt 
werden als Functionen der Coordinaten r^ und ^, in Bezug auf 
die. letztgenannten Grössen linear sind. Mithin wird der Grad der 
resultirenden Gleichung zwischen 17 und ^ derselbe sein, wie der 
Grad der primitiven Gleichung zwischen y und x» 

Ein Beispiel hierzu bietet die Discussion der sogenannten 
linearen Gleichung, welche wir uns als auf die Form 

(13) y = Äx + B 

gebracht annehmen und deren geometrische Bedeutung wir erfor- 
schen wollen. 

Indem a, wie bisher, den Coordinatenwiokel und ß eine 
vorläufig noch unbestimmte Winkelgrösse bezeichnet, transfor- 
miren wir die Coordinaten derartig, dasa Anfangspunot und Or- 
dinatenaxe unverändert bleiben, dagegen die neue Abscissenaxe. mit 
der alt^ einen Winkel gleich ß einschliesse. Demgemäss ist 

(l a?) =* ß, (rj, X) == (y, fl?) «= a, (y, ^) = (y, x)—(l x) 

= «^/?, (y,iy) = 

und die allgemeinen Transformationsformeln (10) gehen über in 

die speciellen 

/ii\ t sin («—/?) , wSin/J 

(14) X = g : £— , y =s w + §-T-^- 

^ ' sma ^ ' sma 

Setzen wir dieselben in (13) ein, so kommt diese Gleichung auf 
die Form 

_ isin(cg— /?)— sin/? ^^^ 
^ sin a 

Da nun der Winkel /?, welcher die Lage der Axe der + ? fest- 
legt, bis jetzt noch vollkommen willkürlich ist, so wollen wir ihn 
derartig bestimmen, dass der Coefficient von ^ sich annullire. 
Dadurch wird die transformirte Gleichung 

(15) 71 ^B 

^nd die hinreichende und nothwendige Bedingung dafür, dass sie 
diese einfache Form annehme, ist einzig und allein die Möglich- 
keit, den Winkel ß vermöge der Gleichung 

iisin(o—/J)— sin/8 a , 
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in reeller Weise zu bestimmen. Dies ist der Fall und noch dazu 
aaf einzige Weise, wenn wir die Grösse ß zwischen den Grenzen 
und n nehmen. Also ist es statthaft, statt der Gleichung (13) 
die Gleichung (15), die ja dieselbe Reihe Ton Puncten ausdrückt, 
zu betrachten. Nun drückt' nach %. 1. die Gleichung (15) eine 
gerade Linie aus , welche der Axe der ^ parallel läuft und die Axe 
der fi in der Entfernung B vom Anfangspuncte durchschneidet. 
Dieselbe Gerade drückt also auch die Gleichung (13) aus und, wie 
man sieht, schneidet diese Gerade von der Axe der y, die ja mit 
der Axe der 37 eins ist, ein Stück gleich B ab und schliesst mit 
der Axe der x denselben Winkel ein , wie die Axe der $ mit eben 
dieser Axe der a;, nämlich den Winkel ß, dessen Grösse in be- 
kannter Weise von der Constanten A abbogt. 



Hearie des Kreises. 
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§. 16. 
Von der Gleichung des Elreises. 

1. Zu Folge der E l e m e nte ist der Kreis eine ebene Curve, 
deren sämmtliche Puncte von einem gewissen Puncte, ihrem Mit- 
telpuncte, um eine bestimmte Länge, welche Radius heisst, ent- 
fernt sind. Setzt man die absolute Länge des Radius gleich r, 
die Coordinaten des Mittelpunctes gleich y\ onf und die Coordinaten 
irgend eines Punctes auf dem Umfange des Kreises gleich y, o;, so 
ist der analytische Ausdruck für die Distanz zwischen den beiden 
Puncten (y, x) und (y', x*) der folgende (cf. §. 3.) 

±V(y — yO^ + 2(y — yO(a? — a?Ocosa + (a?— a?'j^ 
und die Bedingung, dass diese Distanz, abgesehen vom Vorzei- 
chen, gleich r sein soll, führt sofort auf die Bedingungsgleichung 

(1) (y— y')' + 2(y— yO(a?— a;Ocosa-h(a?-a?0' = t\ 

welche erfüllt wird für jeden Punct (y, a?) der Peripherie, dage- 
gen für einen Punct ausserhialb oder innerhalb des Kreises nicht 
bestehen kann. Demzufolge drückt die Gleichung (1) 
eine Kreislinie aus, welche mit dem Radius r um den 
Punct (y', a;') beschrieben ist. 

Die Gleichung (i) gestattet folgende Form: 

(2) y^ -H 2yaJcos;a+fl?*-- 2(^+0?' cos a)y — 2(y'co8a-ha?0® 

+ (y'*+2y'a?'cosa+a?''— r2) = 

und hiernach ist es leicht zu schliessen, dass jede Gleichung 
von der Form 
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(S) Hg^+2yx(ma'\-afl)+2B9A-2Qß+D « 

im Allgemeinen eine bestimmte Kreislinie ausdrücke. 
In der That für die Identität der Gleichungen (2) und (8) 
sind die Bedingungsgleichungen 

B € 

(4) ( D 

y'*+2fsif'x'co3a+a/* — r* = -r- 

A 

erforderlich und hinreichend. Die beiden ersten sind linear in Be- 
rag auf j^ und xf: daher gestatten sie immer eine eindeutige und 
reelle Bestimmung dieser Grössen. Man erhfih näher 

,-^ j B — Ccosa . C — Beosa 

weher 

i, « . / ^ Ä* — 2B(7eo8 a + C* 

S€lzt row dieaan Werlh von y+Zj^Vcoa^^-dr'^ in die dritte 
unter den Gleichungen (4) ein, so folgt 

^^^ % K / J!^H » Ht IIP» li'i ■ . .>■■ I II»» t 1^» U li r »« 

und die Gkiehniig (3) drqckt aho im AUg enwinen einen Kreis acnt, 
deseea Mttelpunet iy\ af) unter allen Ihtatlndan veimöge d%v 
GteichungeoL (5) als ein bejBtimnler und' reeJler Punct sich aiis* 
weist Dieser Kreis ist reell, wem» die Ungleichung 

i4Dsina*< Ä»— 2ÄCcos« + C* 

besteht, er ist ein Kreis mit Terscbwindender Ra- 
diuslänge, wenn man 

iß sin «2 :;= B2_2aCcosa + C* 

hat, upd ist ein Kreis mit ügskaginärem Radius un4 
also auch selber im^aginär^ weun di<$ Ungleichuug 

ii) si« a* >J?2^ 211c: qoii<» + C? 

befriedigt wird. (Natürlich werden hierbei die CoeffioieiitBH 
i, H, Q, 2> alih r^Ue Zahlen vorausgesetaat). \fi (lexn zweiten 
Falle sagt man auch wohl, die Gleichung (3)'drücke einen 
Punct ais» «ävilicb 4m PtAOOt (y/,w^h weg alle» tiprige« FüdiAt^ 
der^ €o.qr#piaie» ihr G^nägei kibt^o, ieMginär' mi, uaA ik dirit* 
ten, die Gleichung (3) sei ohne alle geometrische Be- 
deutung, weil il^ nur durch die $pordinatenwertbe imaginärer 
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Puncte genügt werden kann. Man sieht dieses sofort ein, wenn 
man die Gleichung (1) auf die Form bringt 

(7) [(j— y') + (flp—a?') cos «]* + («— 0?')* sin a* = r* 
und hierin für y', a?', r ihre Werthe aus (6) und (6) einsetzt, 
vermöge welcher die Gleichungen (3) und (7) ersichtlich identisch 
werden. Im zweiten Falle ist dann nämlich r = und da die 
Summe der Quadrate von zwei reellen Zahlen, von denen entwe- 
der keine oder doch wenigstens nur eine gleich Null ist, stets 
eine positive von verschiedene Grösse sein muss, so kann die 
linke Seite der Gleichung (7) sich nur vermöge solcher Werthe 
von y und x annulliren» vermöge welcher jedes Quadrat fiür sich 
verschwindet, also folgt (y — yO + (^— ^^)cosa == und zugleich 
X — a/ s= 0, woher x = aß* und y = y\ Im dritten Falle end- 
Uch wird r^ negativ, .also die Summe der beiden Quadrate links 
negativ, was ffir reelle Werthe der Grundzahlen und mithin auch 
der Coordinaten y, x unmöglich ist. 

2. Die Kreislinie ist eine Curve zweiten Grades, indem ihre 
Richtung im Allgemeinen drei Terme enthält, welche bis zum zwei- 
ten Grade aufsteigen. Da wir nun später die allgemeine Gleichung 
zweiten Grades auf ein beliebiges Coordinatensystem beziehen und 
betrachten werden, so werden wir von jetzt ab die Gleiebang des 
Kreises nur auf rechtwinkUge Coordinaten beziehen. Ihre Form 
wird dadurch wesentlich einfacher; denn nehmen wir a t= 90' 
an^ so verschwindet derjenige Term der Gleichung- (i), welcher 
yx enthält, so dass nur noch zwei Termen zweiten Grades mit 
gleichen Coefficienten übrig bleiben, und die allgemeine Gleichung 
einer Kreislinie, deren Radius gleich r und deren Mittelpunctsco- 
ordinaten y', a/ sind, bekommt die Form 

(8) (y-y)*-h(a?-a/)2 = r*. 
Dieselbe kann leicht identificirt werden mit einer Gleichung von 
der Form (9) i(y2 + a?«) + 2By + 2Cx + D— ; 
denn zu dem Zwecke hat man nur nöthig der letzteren die* Form 
zu geben 

(10) {y^-^+{x + -^ ^ — :l_ 

und erkennt nun leicht, dass die Gleichung (9) einen Kreis aus- 
drücke, dessen Mittelpunctscoordinaten immer redi sind, nämlich 

y' = — j und » = — j» 
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und dessen Radius r = -j^^ + C^-^AD. 

A 

Je nachdem IP + C^ oder = oder <i AD ist, hat der Kreis 

einen reellen Radius oder einen Radius gleich 0, d.h. er reducirt 

sich auf seinen Mittelpunct, oder einen imaginären Radius, d. b. 

er ist ohne anschaulich geometrische Redeutung. 

Die Gleichung des Kreises bekommt, wenn mau sie auf 
ihren Mittelpunct als Anfangspunct bezieht, wodurch y' sc 0, 
o/ = wird, und durch diesen Punct irgend zwei einander recht- 
winUig schneidende Coordinatenaxen legt, die einfache Form 

(11) y2 -f a?2 = r\ 

Nimmt man zum Anfangspunct den Endpunct eines beliebi- 
gen Diameters und das Perpendikel auf diesem Diameter (welches 
den Kreis tangirt) zur Ordinatenaxe , so hat man in der allgemei- 
nen Gleichung (8) ^ = und o;' = +.r einzusetzen und be- 
kommt dadurch die Gleichungsform 

(12) y* + aj2 + 2rx = oder y^ - ±2rx—x\ 
wo das obere oder untere Vorzeichen zu wählen ist, je nachdem 
der Mittelpunct auf der Seite der positiven oder negativen Abscis- 
sen sich befindet. 

Nimmt man endlich zum Anfangspuncte wiederum den End- 
punct eines beliebigen Diameters und diesen selbst zur Ordinaten* 
axe, so ist y = ih^ und o/ = und die Kreisgleichung geht 
über in die folgende 

(13) y*±2rff + a?* = oder a?» « ±2fy— y* 
wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem der Mit- 
telpunct auf der Seite der positiven oder negativen Ordinaten 
liegt. 

§. 17. 
Gerade Linie und Kreis. 

1. Nehmen wir an, ein beliebiger Kreis sei uns durch seine 
auf rechtwinklige C^ordinaten bezogene Gleichung 

(1) (y-6)^ + (a?-a)»= r» 
gegeben, wo a und ( respective die Abscisse und Ordinate des 
Mittelpunctes bezeichnen, und ausserdem eine Gerade, welche von 
der Abscissenaxe ein Stück nach Grösse und Vorzeichen gleich c 
abschneide und mit eben dieser Axe einen Winkel gleich y ein- 
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schliesse: alsdann ist, indam ifjy § laufende CoorAinitm b^eiob* 
nen, die Gleichung dieser Geraden von der Form 

(2) rj = tgy(?-c). 
Denken wir uns beide Gleichungen als för denselben Punct coexi- 
stirend, so können wir dieses dadurch andeuten, dass wir, indem 
wir uns in (8) y und x als die Coordinaten dieses speciellen 
Punctes denken, an die Stelle der allgemeinen Coordinaten werthe 
ijy ^ auch in der Gleichung (2) die speciellen y, x treten lassen, 
wodurch (2) übergeht in 

(3) y = tgy(a7 — c). 
Da die Gleichung (3) in Bezug auf y] und x vom ersten Grade, 
dagegen die Gleichung (1) vom zweiten Grade ist, so ergeben sich 
aus der Coexistenz beider im Allgemeinen zwei Systeme zusam- 
mengehöriger Werthe von y und x, vermöge welcher zwei Durch- 
schnittspuncte der beiden betrachteten Linien festgelegt werden. 
Indem man zuerst g und darauf x eliminirt, ergiebt sich an 
Stelle der beiden Gleichungen das folgende denselben gleichgel- 
tende System von Gleichungen: 

(4) X — c = cosy Iftsiny-)- (a — c)cosy 

+ V*^ — [*cosy — (ä — c)sinyP | 
^^ (5) y = sin y jftsiny + (a—c) cos y 

+ ^r^ — [ftcosy — (a — c)siBy]^|; 

die dem oberen ¥oraeidien ^ilsfirechendeii WerAe von y, x wol- 
lan wir mit y', x^ bezeiobnfin und die den unteren Vorseicheii 
entspreebenden Werthe mil y^ xf'. Beide W«rthsy Sterne 
bestimmen zwei reelle oder zwei in einen zuseid* 
menfallende oder zwei conjugirt-imaginäre Puncte, 
je nachdem der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen 
positiv oder gleich oder negati'v ist Was den zweiten 
Term dieses Ausdruckes anlangt, so kann derselbe als das Qua- 

dffat des'ibisdnickes 

6 — tgy(K— c) ^ 

Vl+tgy* 

angesehen werden, welcher, da .sdn 'Zähler ans der linken Seite 
iet Gleichung (2) durch Substitution von S, a an Stelle d«r all- 
femeinen Coordinaten y, x erfialten wird, die Länge des vonr dtem 
iKttelpunete (b, ä) auf die Gerttde (2> geßfiteä PerpehcHkelis aus- 
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druckt Folglich Ut die Grösse unter dem Wurzelzeichen positiy 
od^ gleich oder negativ, je nachdem das bezeichnete Perpen- 
dikel kleiner oder gleich oder grösser als der Radius des Krei- 
ses (1) ist, und wenn wir bemerken, dass in dem letzten Falle, 
wo die Gerade ganz ausserhalb des Kreises fallt und beide Linien 
keinen reellen Durchschnittspunct gemeinsam haben, dennoch zu 
Folge der analytischen Consequenz zwei imaginäre Durchschnitts- 
puDcte angenommen werden müssen: so tritt die vollste Ueber- 
eiDstimmung zwischen Geometrie und Analysis hervor. Beide 
machen gleichmässig die Existenz von zwei reellen, oder von zwei 
in einen zusammenfallenden , oder von zwei imaginären , d. h. in 
der Ebene nicht existirenden Durchschnittspuncten abhängig von 
der Grösse des Abstandes zwischen der Geraden und dem Hittel- 
puncte des Kreises^ 

Die geometrische Construction der Wurzelgrösse liegt auf 
der Band. Wenn sie reell ist, so ist sie die dritte Seite eines 
rechtwinkligen Dreiedkes , dessen eine Kathete das Perpendikel von 
dem Blittelpuncte auf die Gerade (2) und dessen Hypotenuse der 
Radius ist : d. h. sie ffillt zusammen mit der halben Sehnenlänge, 
welche zwischen den beMen Durchschnittspuncten bestimmt wird. 
Diese Sehnenlänge reducirt sich, wie es sein muss, auf 0, wenn 
die beiden Durchscfanittspuncte (y\ aß^ und (y", rp") in einen zu- 
sammenfallen, d. h. wenn die Gerade (2) den Kreis tangirt. Wenn 
eodlieh die Wurzelgrösse imaginär ausfiUl, so ist die unter dem 
Wunseteeichen befindlidie Grösse, wenn sie mit entgegengesetztem 
Vorzeichen genomiaeii wird, mit dem Quadrate der Ber«hruig&« 
linie identisch, welche von dem Fusspuncte der Abstandslinie m^ 
Us XU dem Kreis geftthrt wird* 

. Za Folge . der Bedeutung der Coordinatenwerthe y und x\ 
if'' and x^\ ergiebt sich 

— - — - das eos/yr' — [ftcosy— (ei — c)sinyj* 

Ar t > I fJ^ jp»itiii^ ■ I 11 I I <i i n 

^ ^ Ä sinyv^* — [bcosy — (a — cjsiny]* 

und hieraus 

(6) >/(a?' — aj'O^ + Cy'— yO* == 2Vr2— [Äcosy— (a— c) sinyP, 
d. h. die in den letztgenannten .Gleichungen vorkommende Wurzel- 
grösse ^r* — [6 cosy — (a — c) sin yp bezeichnet die halbe Distanz 
der beiden Curvenpuncte (y\ acf) und (y'', a/% Die ganze Di- 
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dtanz stellt sich für den Fall zweier reeller Durchschnittspuiicte 
als die dieselben veribindende Sehne dar und fällt für den Fall 
zweier imaginärer Durchschnittspuncte imaginär aus, so dass man 
sie alsdann der Analogie zu Folge als eine imaginäre Sehne be- 
trachten muss. 

So wie nun die Gerade (2), welche diese imaginären Puncte 
enthalt, ersichtlich reell ist, so lässt sich auch Aehnliches von dem 
Puncte darthun, der in der Mitte zwischen beiden enthalten ist 
Wie nämlich auch die Wurzelgrösse beschaffen sein möge, in allen 
Fällen gelten die Relationen 



(7) 



— X — -- c-|-cos}^[isin}'-f (a — c)co8y] 



^ J' = siny[6siny + (a — c)cosy] 
und da die rechten Seiten dieser Gleichungen reell sind, so erheUt 

JL_3L_^ — \ )y welcher, wenn 

die Puncte (y\ o^) und (y^ ocf') reell sind, die zwischen beiden 
genommene Distanz halbirt und wenn sie imaginär sein sollten, 
gemäss der im S. 9. unter (4) aufgestellten Definitionen , fortwäh- 
rend als die Mitte der zwischen beiden enthaltenen imaginären 
Distanz angesehen werden muss. 

Somit ist die Mitte zwischen de*n beiden Durch- 
schnittspuncten (y\ af) und (y", 2^0 in allen Fällen 
ein reeller Punct. Uebrigens ist dieser Halbirungspunct der 
Fusspunct des oben erwähnten Perpendikels, welches von dem 
Mittelpuncte (6, a) nach der Geraden (2) geht. * Er liegt näm- 
lich auf der Geraden (2) , weil die Gleichung dieser Geraden durch 
die Coordinatenwerthe 

y + /. ^_ x' + x'' 
17= 2 ' ^^ — 2 — 

ersichtlich verificirt wird, und ebenso liegt er auf jenem Perpen- 
dikel, dessen Gleichung 

f] — b = — coty(5— a) 



Der- Ausdruck „die Gerade (2)" soll bezeichnen „die durch, die Gleichnog 
(2) ausgedr&ckte Gerade^' und die analoge abgekfirzte Bekeichnnpgsart wird 
sich in dem Folgenden öfters wiederholen. 
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M* + ¥" 
ist Denn wenn man vennöge der W/erlhe von n und 

3^ + as" 



2 



(8) 



die Relationen 

a = Binylbcosy — (a — c)siny] 

«' + tr" 

^ ^^ 6 = — co8y(6coßy — (a — c)siny] 



sich herleitet, so erkennt man ohne Weiteres, dass die Coordina- 
ten ^ ^^ und ^ an Stelle von rj und § gesetzt , die 

Torhergehende Gleichung befriedigen. 

Fassen wir die zuletzt gewonnenen Resultate zusammen, so 
ergiebt sich sogleich das aus den Elementen her bekannte Theo- 
rem: „das Perpendikel vom Mittelpuncte auf eine 
Sehne gefällt gebt durch deren Mitte,'' und wenn wir 
spedell den Grenzfall der beiden in einen Punct zusammasfiillen- 
den Durchsohnittspuncte nehmen, so folgt weiter: „das Per- 
pendikel vom Mittelpuncte auf eine Tangente gefällt 
geht durch den Rerührungspuncf 

Da wir die Wahl des Coordinatensystemes bisher voUkom-. 
men frei gelassen haben, ist es statthaft die Abscissenaxe willkür- 
lich anzunehmen: also kann man den Punct , dessen Abscisse 
gleich c und dessen Ordinate gleich Null ist, mit jedem beliebigen 
Puncte c der Geraden (2) zusammenfallen lassen^ indem man 
ganz einfach die Abscissenaxe durch denselben hindurchlegt. Dies 
vorausgesetzt bezeichnen wir die Durchschnittspuncte der Geraden 
(2) mit der Kreislinie durch 'd* und c2", so sind die Projectionen 
von od' und oc2" auf die Axe der y beziehungsweise j^ und j/' 
und man hat zo Folge der Formel (11) p. 59 



_8in^ _«oy_^^« 

^ Wkyo ^ sinyo 

folglich 

yy = siny* . od' . od'\ 
Berücksichtigt man nun, dass yf und ^ beide durch die Formel 
(5) dargestellt werden und zwar f/ für das obere ^ y^' für das un- 
tere Zeichen und setzt diese Werthe in die letzte Gleichung ein, 
fto erhalt man nach mehrfachen Reducüonen 

o4' . od" « 6» + (<i — c)*~r» 
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oder, da, wenn m den Mittelpunct des Kreises (1) bezeichnet, er- 
sichtlich ow^ = 6^ + (ö — c)* 
ist, etwas einfacher 

od' . od" == o«t* — r^ 
d. h. das Product od' • od" ist, wie auch der Punet o auf der 
Geraden (2) angenommen werden möge, unabhängig von der Grösse 
des Winkels y oder es hat denselben Werth für jedft der unend- 
lich vielen Geraden, welche durch den Punct « möglich sind. 
Betrachtet man nun jede solche Gerade als eine Transversale des 
Kreises (1) und nennt die Strecken od\ od'' die Segmente dieser 
Transversale in Bezug auf die KreisUnie, so ergiebt sich das 
Theorem : 

Das Product aus den Segmenten einer Trans- 
versale, die durch einen festen Punct nach einer ge-' 
gebenen Kreislinie geht, ist eine constante Grösse, 
deren Werth sich als das um das Quadrat der Radiuslänge ver^ 
minderte Quadrat der Distans darsleltt, welche der feste Punct roo 
dem Hiltelpuncte hat. 

Die geometrische Deutung dieses I^^toltAles ist eine doppelte^ 
je nachdem der feste Punct o ausserhalb oder innerhalb des Krei- 
ses liegt« Im ersten Falle ist der Woth des bezeichneten Pro- 
ductes oder Rechteckes gleicb dem Quadrate jeder der zwei B^ 
ruhrungslinien , die von dem gegebenen Pnncte aus nach dem 
Kreise möglich sind; im aweiten Falle ist eben dersefte Werth 
gleich dem Quadrate von der Hälfte derjenigen Sehne, welche auf 
om in dem Puncte o senkrecbt steht. Näher folgen die beides 
spedeUen Theoreme der Elemente: „Wem 2wei Sehnen tmeä 
Kreises einander schneiden, so sind ihre Abschnitte nmgekelrt 
proportional^' und ,yWieiin vcw einem Punete siwei Seeanten nach 
einem Kreise gehen, so Terhalten sieh die gimek Seeanten mafj^ 
kehrt wie ihre äusseren Abschnitte/' Das obige allgemeinere 
Theorem umfasst ah^r auch noch den Fall der imaginären Seg- 
mente, welcher eintritt, wenn die Transversale gänzlich ättss^f" 
halb des Kreises liegt. Nur kann . akdann i^n keiner planimetri- 
sehea Bedeutung de» Produktes tßt beiden Segmente diie Red^ 
sein. --*- Man nennt de» Werth» weksfaer da» Product twtier sel^ 
eher Segmente hat, die Potena des^ festen Puiictes in Bö" 
sug auf die Kreislinie. 

2. Wir betracbteu noch besonders den B;ieciellen Fall un- 
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serer allgemeinen Aufgabe,. in welchem , wie wir uns ausgedrückt 
haben, zwei in einen zusammenfallende Durchschnitt spuncte zwi- 
schen dem Kreise (1) und der Geraden (2) existirten. Die Gerade 
(2) geht alsdann in eine Berührungslinie des Kreises über. In 
der That kann es bereits als aus den Elementen her bekannt an- 
genommen werden, dass der Punct, den eine Tangente mit dem 
Kreise gemeinsam hat, als durch das Zusammenfallen zweier 
Puncte in einen entstanden ist und demgemäss doppelt gelten 
moss. Denn jede Taugente an den Kreis kann angesehen werden 
als die Grenzlage einer unendlichen Geraden , welche parallel mit 
sich selbst fortrückt und dabei alle der Tangenten parallelen Seh- 
pen beschreibt. Wenn diese Gerade in der Annäherung an die 
Xangentenlage begriffen ist , so werden die auf ihr gebildeten Seh- 
nen kleiner und kleiner, ohne dass jedoch die sie begrenzenden 
Dorchschnittspuncte mit* der Kreislinie trotz der fortgehenden Ver- 
kleinerung ihres Abstandes aufhörten auseinanderzufallen. Wenn 
dagegen die bewegte Gerade in die Tangentenlage eintritt, so exi- 
stirt nur ein Durchschnittspunct : die zugehörige Sehne ist als das 
erreichte Ziel jenes Gren^rocesses der Null gleich anzunehmen 
und ihre beiden Endpuncte demgemäss als in einem einzigen 
Puncte, dem Berührungspuncte , zusammenfallend, und hiermit ist 
demselben seine Rolle, als ein doppelter Punct zu gelten, zuge- 
wiesen. 

Ganz analog stellt sich die Sache analytisch dar, nur dass es 
hierbei gleichgültig ist, ob die beiden Coordinaten, welche jeden 
Durchschnittspunct zwischen dem Kreise (1) und der Geraden (2) 
bestimmen, reelle oder imaginäre Grössen sind. 

Man kann den Ausdruck 

r*— '[ftcosy — (a — c)8iny]*, 

welcher unter dem Wurzelzeichen der Gleichungen (4) und (5) 
vorkommt, indem man über die Constanten c und y^ welche die 
Lage der Geraden (2) in der Ebene bestimmen , angemessen ver- 
lügt, auf unzählig viele Arten zur AnnuUation bringen. Dies vor- 
ausgesetzt werden sowohl die Ordinalen jf und y, wie auch die 
Abscissen oif und oif* unter einander gleich und, indem man den 
gemeinschaftlichen Werth, welchen \f und ^* annehmen, mit y 
und den gemeinschaftlichen Werth, welchen x* und a?" annehmen, 
mit X bezeichnet , folgen für y und x die Ausdrücke 

ScAvarz I. 13 
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y = siny[6siny + (a — c)cosy] 
^^/ [x ^ c + cosy[6siDy + (a — c)cosy] 
= (ftsiny -[- ccosy)cosy + csiny*. 
Da mithin sowohl der Punct (jy\ a?'), wie auch der Punct (y",a?") 
beide in den einen Punct {y^ x) übergehen, ist der letztere er- 
sichtlich, sofern er als Durchschnittspunct des Kreises (1) mit der 
Geraden (2) gilt, doppelt zu rechnen und dasselbe erhellt auch 
aus dem Umstände, dass^ sofern die Bedingungsgleichung 

(10) r^ — [6cosy — (a— c)siny]2 = 
erfüllt wird, die beiden Gleichungen, aus deren Auflö^og die 
Werthe von y\ y" und x\ o?" beziehungsweise hervorgehen, sidi 
auf reine quadratische Gleichungen von der Form 

\y — ftsiny^ — (a — c)sinycosyp = 
und i[x — (6 sin y -[- a cosy) cos y + csiny^]^ = 

transformiren lassen. Indem jede derselben nur einen Werth für 
die bezügliche Unbestimmte liefert, ist dieser Werth gleichwohl 
aus bekannten Gründen der Algebra doppelt zu rechneu. 

Verallgemeinern wir das Gesagte und stellen die Gleichung 
irgend einer Curve mit der Gleichung 

y = ax -^-b 
irgend einer Geraden l zusammen: alsdann bestimmen diejeaigen 
speciellen Werthe von y und x, für welche beide Gleichungen zu- 
sammen bestehen, die beiden Linien gemeinschaftlichen Puncte. 
Dieselben werden analytisch bestimmt, indem man an Stelle von 
y seinen Werth ax -{-b in die Curvengleichung einsetzt und darauf 
alle Werthe von x bestimmt, welche der resultirenden Gleichung 
Genüge leisten. Da jedem solchen Werthe von x zu Folge der 
Gleichung der Geraden ein zugehöriger Specialwerth von y ent- 
spricht, der reell oder imaginär ist, je nachdem x es ist: so er- 
hält man offenbar so viel reelle Durchschnktspuncte der beiden 
Linien, als die erwähnte Eüminationsgleichung reelle Werthe von 
X Uefert: den übrigen imaginären Werthen von x enlsprecben 
imaginäre Durchschnittspuncte. Hierbei kann es vorkommen, dass 
eine Anzahl, etwa m, von den Werthen der Abscisse und mithin 
ebensoviele Werthe der Ordinalen y, x einander gleich werden und 
^ies wird sich analytisch immer dadurch kund thun, dass der 
Ausdruck , dessen Annullation die Werthe von x giebt , indem j) 
den jenen Abscissen x gemeinschaftlich zukommenden Werth be- 
izeichnet, durch einen Ausdruck von der Form {x — fy^ ohne Rest 
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tbeilb^r ist. Alsdann vertritt der betreffende Darchschnittspunct, 
mag er nun reell oder imaginär sein, die Stelle von m Durch- 
schuittspuncten. Am häufigsten ist der Fall von zwei gleichen 
Wurzeln. Wenn die Gerade l die Curve in einem sol- 
chen Puncte trifft, welcher die Stelle eines doppel- 
ten Durchschnittspunctes vertritt oder^ was dasselbe 
sagt, der als durch das Zusammenfallen zweier 
Puncte in einen entstanden ist, so sagt man: die Ge- 
rade l tangire die Cu.rve in diesem Puncte. Es ist da- 
durch nicht ausgeschlossen, dass nicht auch noch andere Durch- 
schnittspuncte existiren, oder mit anderen Worten, dass die Ge- 
rade l die Curve an der einen Stelle berühre und au der anderen 
durchsclmeide ; ja es kann vorkommen, wenn eine ausreichende 
Anzahl von Dürcbscbnittspuncten existüt, dasg noch andere Paare 
YOD Durchscbnitispuncten in je einen sich vereinigen und auf diese 
Weise eine sogenannte mehrfacheTangente zu Stande kommt. 
Indessen treten diese Fälle bei den Linien zweiten Grades, die 
ans zunächst beschäftigen werden, keineswegs ein. 

Wenn allgemein das System der Durchschnittspuncte zweier 
beliebiger Curven betrachtet wird, so sagt man: die Curven 
gehen eine Berührung oder einenContact der ersten, 
zweiten, dritten, . . . miea Ordnung mit einander ein, 
wenn ein Durchschnittspunct ezistirt, der zu Folge 
seiner analytischen Bestimmung die Stelle von zwei, 
drei, vier .... (m+1) Durchschnittspuncten vertritt. 
Die Berührung der ersten Ordnung heisst gewöhnlich schlechlhin 
Berührung, und wenn die Berührung von der zweiten Ordnung 
ist, so oscnliren die Curven einander. 

3. Dafür, dass eine Gerade, deren Gleichung von der Form 

(2) fi = tgy(f-c) 
ist, mit einer durch die Gleichung 

(l) (y— ft)^ + (a?~a)2 « r» 
dargestellten Kreislinie eine Berührung (der ersten Ordnung) ein- 
gehe, ist, wie wir gesehen haben, die hinreichende und nothwen- 
digp Bedingiingsgleichung die folgende 

(le) r^— [fe cos y—(a—c) sin yP =» 0. 
Die Gleichung (2) unserer Geraden enthält nur zwei Constante y 
und c, die beide in die Bedingungsgleichuog (10) eingehen und 
deren specielie Wertbe die Lage der Geraden (2) individualisiren, 
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Hiernach liegt es nahe, diese Constanten so zu bestimmen^ dass 
die Gleichung (2) eine Tangente des Kreises vorstelle « und das 
kann offenbar in doppelter Weise geschehen, entweder indem 
man y als bekannt ansieht uad alsdann c vermöge der Gleichung 

(10) bestimmt, oder indem man c als bekannt ansieht und als- 
dann / vermöge der Gleichung (10) bestimmt 

Im ersten Falle bat die Gerade eine ^t Winkelgrösse y ent- 
sprechende feste Richtung und es handelt sich darum, unter den 
dieser Richtung parallelen Geraden eine solche sich zu bestimmen, 
welche den Kreis tangire. Ersichtlieh genügen nun zwei von einan- 
der verschiedene Werthe von c der Bedingungsgleidiung (9), nämlich 

T T 

(11) c = a — ftcotgyH — ; und c = a — ftcotgy — 



smy *"' smy 

also existiren auch zwei der gegebenen festen Richtung parallele 
Tangenten an den Kreis und die Gleichungen derselben* werden 
erhallen, indem man diese beiden Werthe von c der Reihe nach 
in die Gleichung (2) einsetzt : dieselben sind mithin 

(12) ,; =r ^tgy + a — 6cotgy + -^j^ 

(13) 71 = ^tgy + a — ftcotgy— 



sm y 

Dies Resultat ist in Uebereinstimmung mit den Elementen , welche 
lehren, dass einer gegebenen Richtung parallel an 
jeden Kreis zwei Tangenten gezogen werden können 
und dass die beiden Berühruugspuncte die End- 
puncte eines auf dieser Richtung senkrechten Dia- 
meters sind. Auch diese letzte Bestimmung der Elemente lässt 
sich leicht analytisch deduciren. Zu dem Zwecke setzen wir in 
die Ausdrücke (9), welche die Coordinaten des Berührungspunctes 
geben, der Reihe, nach die beiden Werthe von c aus (11) ein und 
erhalten so nach einigen Reductionen als dem ersten Werthe von 
c entsprechend die Coordinaten des Berührungspunctes (jf|, x^ 
der Tangente (12), nämlich . « 

y^ == 6 — rcösy, a7| =s ö + rsiny 
und ebenso als dem zweiten Werthe von c entsprechend die Co- 
ordinaten des Berührungspunctes (^2, ^2) der Tangente (13), 
nämlich 

y2 ~ * + rcosy, a?2 = — rsiny. 
Aus diesen Gleichungen gebt sofort die Relation hervor 
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yi — > _ »2 — ^ 

Xf — ü X2 — ö 

d.h. die beiden Punole (yi, Xi) und (ys» o^) liegen in gerader 
Linie mit dem Mittelpuncte ((, a), und die Richtung des hier- 
durch bestimmten Diameters ist ersichtlich gegeben durch den 
Ausdruck 

Wenn wir diesen Richtungscoefficienten mit dem auf die gegebene 
Richtung bezugtichen CoefHcienten igy durch Multiplication ver«- 
binden, so ergiebt sich die identische Gleichung 

tgy . — cotgy+ 1 = 0, 
und diese Gleichung ist bekanntlich in Bezug auf rechtwinidige 
Coordinaten die hinreichende und nothw^ndige Bedingung dafur^ 
dass die beiden in Frage kommenden Richtungen einander recht» 
winkfig durchschneiden. 

4. Im zweiten Falle ist für einen gegebenen Specialwerth 
von c die Winkelgrösse y zu bestimmen, d.h. es ist die Gleichung 
einer Tangente aufzustellen, welche von der Äbsdssenaxe ein Stuck 
gleich c abschnddet oder, was dasselbe sagt, da die Wahl der 
Abscissenaxe beliebig ist, welche durch einen gegebenen Punct 
gebt. Nehmei wir der grösseren Einfachheit halber den Mittel-* 
ponot zum Anfangspuncte rechtwinkliger Coordinaten und die Ge- 
rade, welche denselben mit dem gegebenen Punct yerbindet, zur 
Abscissenaxe , so geht die Gleichung unseres Kreises wegen An* 
nullation der Mittelpunctscoordinaten a und b über in die folgende 

(14) y2^a?« = r2 
und die Bedingungsgleichung (10) in 

f2 — e'sinj/^ = 0. 
Hieraus folgt zunächst 

smy = + . 

Nun bedeutet die Grösse y den Winkel einer gewissen Ge- 
raden mit der Axe der x und dieser Winkel ist immer ein posi- 
tiver Concavwinkel : also, wenn wir r als eine absolute Langen- 
zahl betrachten und c als wesentlich positiv annehmen, d. h. den 
gegebenen Punct auf der Halbaxe der positiven x uns liegend den- 
ken, ist das untere Vorzeichen unstatthaft in der letsten Formel 
und man hat vielmehr 
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r 
8iny = — . 
' c 

Wenn r<ic, d. h. der gegdbene Punct ausserhalb des Rreises 

fallt, liefert diese Gleichung zwei SHpplementare Wertbe für y, 

nämlich einen spitzen Winkel / und einen stumpfen j/'; wenn 

r = c, d. h. der gegebene Punct auf der Peripherie des Kreises 

7t 

liegt, fallen diese beiden Werthe in den einen Werth /=/' = —- 

zusammen, und wenn r>>e, d.h. der gegebene Punct innerhalb 
der Kreisfläche liegt, gehen beide Werthe, ohne dabei aufzuhören 
supplementär zu sein, ins Imaginäre über, weil im geometrischen 
Sinne des Wortes kein Winkel etistirt, dessen Sinus ein unachter 
Bruch sein könnte. Dem entsprechend und in Uebereinstimmung 
mit den Elementen existtren, je nachdem der gegebene Punct ent- 
weder ausserhalb o(fer innerhalb des Kreises sich befindet, ent- 
weder zwei reelle (d. h. in der Ebene geometrisch construiriiare) 
oder eine reelle oder zwei imaginäre (d.h. in der Ebene nicht 
constmirbare) Tangenten. Den Grenzfall anlangend ist die An- 
nahme zulässig, dass die eine Tangente, die alsdann existirt, durch 
das Zusammenfallen zweier in eine entstanden sei, und ist es 
leicht dies durch eine Grenzbetrachtung, indem man den gegebe- 
nen Punct der Peripherie sich mehr und mehr genähert denkt, 
auch geometrisch zu deduciren. IMe Glieidiungen der beiden Tan- 
genten, die unter dieser Voraussetzting in allen drei Fällen resul- 
tiren, stellen sich, da aus trigonometrischen €ründen 

erhellt, unter die folgende Form 

und ziehen sich in dem Grenzfälle , für welchen c^r ist , auf die 

eine Gleichung 

(16) §— c « 

zusammen, welche eine Parallele mit der Axe der y ausdrückt. 

Bez^cbnet man die beiden Tangenten* durch V und l" , so hat 

man /.(/', x) ^ y ^ n — /' und LiV\ a>) = /' s= ji— y 

und fdigert hieraus leicht ( — i", x) ^m (V\ — ä) «= — (tt — y") 

«=—}/' oder endlich, da der Winkel — / ss — (Vi x) 5= 

— (— r, —X) = (— a?, — /') ist 
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d.h. wir kommen, wie jede beliebige Figur sogleich zeigt, auf 
das elementare Theorem zurück, dass der Winkel, den 
zwei von einem Puncte ausgehende Tangenten mit 
einander einschliessen, durch die Gerade von die- 
sem Puncte nach dem Mittelpuncte hin haibirt werde. 

Was die beiden Beruhrungspuncte der Tangenten mit d^ 
Kreislinie anlangt, so sind ihre Coordinaten, die wir respective 
mit 91 1 Xi und ^2» ^2 bezeichnen wollen, zu Folge der Gleichun- 
gen (9) die folgenden: 



(17) 



T t 

yi = — csiny^cosyi = ^yc* — r* 

c 



Xi = csiny^* = — 



und 



»2 



T I 



(18) 



072 = csiny2^ = — 



Aus diesen Formeln ei*giebt sich zunächst die Gleichheit der beiden 
Tangenten, wenn dieselben respective ?on ihrem Treffpuncte bis 
zum Beruhrungspuncte gerechnet werden; denn abgesehen vom 
Vorzeichen sind diese Längen respective gegeben durch die Aus- 
drücke Vyi* + (^i — c)* = Vc* — r* 
und Vy2^ + (ar2 — c)2 = yjc^ — r^ 

Weiter geht hervor, dass die beiden Beruhrungspuncte auf einer 
mit der Axe der y parallelen Geraden liegen, deren Gleichung 

*.2 

(19) 0? = — 

c 

ist, d.h. es erhellt, gleichfalls in Uebereinstimmung mit den Ele- 
menten, dass die Verbindende der beiden Beruhrungs- 
puncte, welche Berührungssehne genannt wird, 
senkrecht auf derjenigen Geraden steht, die vom 
Mittelpuncte nach dem Durchschnittspuncte der bei- 
den Tangenten gezogen wird. Nur gewinnt dies Theorem 
einen viel allgemeineren Sinn, als es in den Elementen hat, zu 
Folge des Ums.tandes, dass die Gleichung (19) der Berührungs- 
sehne immer nur durchaus reelle Constanten enthält, wie auch 
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das GrösseDyerbältniss zwischen c und r angenommen werde. Also 
die Berühr ungssebne ist immer reell, mag der Punct, 
von welchem aus Tangenten nach dem Kreise gehen, ausserhalb 
oder auf oder innerhalb des Kreises liegen« Denken wir sie uns 
als eine unbegrenzte Gerade, so ist sie im ersten Falle 
durch die beiden reellen Berührungspuncte be- 
stimmt und schneidet demgemäss den Kreis in zwei reellen 
PuDCten; im zweiten Falle fällt sie mit der Tangente 
in dem betreffenden Puncte der Peripherie zusam- 
men; im dritten Falle endlich liegt sie ganz ausser- 
halb des Kreises, so dass sie denselben in zwei imaginären 
Puncten durchschneidet, und kann durch die geometrische Con- 

struction des Ausdruckes , welcher die allen ihren Puncten 

c 

gemeinsame Abscisse darstellt, etwa, wie folgt, gefunden werden. 
Man verbinde den Mittelpunct des Kreises mit dem gegebenen 
Puncte und errichte auf dieser Verbindenden in dem letzten Puncte 
ein Perpendikel, welches man bis zum Durchschnitte mit dem 
Kreise verlängert. In den beiden Durchschnittspuncten lege man 
sich Tangenten an den Kreis und verlängere dieselben bis zu 
ihrem Treffpuncte hin, oder auch man ziehe nur eine dieser Tan- 
genten und verlängere sie bis zum Durchschnitt mit der erstge- 
nannten Verbindenden: das Perpendikel, welches man in dem der- 
artig erhaltenen Puncte auf der Verbindenden errichtet, stellt die 
gesuchte Gerade dar und zugleich erhellt von selbst, dass dieselbe 
mit der Kreislinie keinen reellen Durchschnitt haben kann. 

Die vorhergehende Entwickelung zeigt recht augenscheinlich, 
wie einfach die analytische Untersuchung oftmals durch eine zweck- 
mässige Wahl des Coordinatensystemes werden kann. Gleichwohl 
wollen wir wegen der Wichtigkeit des Gegenstandes und weiterer 
sieb daran knüpfender Folgerungen die Untersuchung noch einmal 
aufnehmen und für ein willkürliches rechtwinkliges Coordinaten- 
system durchfuhren. 
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§. 17. 
Allgemeine Formeln für die Tangente 4urch einen 
• gegebenen Punct. 

1. Tangente an einen Kreis durch einen gege- 
benen Punct der Peripherie. 

Bekanntlich geben im Allgemeinen durch jeden gegebenen 
Punct zwei (reelle oder imaginäre) Tangenten an eine gegebene 
Kreislinie und nur in dem Falle, wenn der gegebene Punct ein 
Puilbt der Peripherie ist, fallen dieselben in eine einzige Beruh- 
rungslinie zusammen. In diesem letzten Falle steht der Radius 
Dach dem Beruhrungspuncte auf der Tangente senkrecht und die 
Gleichung der Tangente wird am leichtesten erhalten, wenn man 
dies Theorem bemitzt. 

Seien also tj und § laufende Coordinaten , y und x die spe* 
cielien Coordinaten eines willkürlich gewählten Puncles der Peri- 
pberie, h und a die Coordinaten des Kreismittelpunctes; alsdann 
kann man sich die allgemeine Kreisgleichung als erfüllt denken 
durch die speciellen Coordinatenwerthe y, x und bekommt so die 
Gleichung 

(I) (»— 6)2 + (a?— ö)2 = r\ 

Femer ergidlit sich die Gleichung des Radius, weldier die beiden 
Puncte {b, a) und (^, x) enthält, wie folgt 

und die Gleichung einer auf diesem Radius im Endpuncte (y, ^) 
Senkrechtei^ d.h. die Gleichung der Tangente, welche 
durch den Punct (jf, x\ der Peripherie geht, wird zu 
Folge der Formel (20) in %. 7. 

oder , . ,. x — a j. , 

ri — h — iy — h) = — y- [s— « — (a?— a)l 

oder (ri—V)(y—h)+(^—a)(x—a) = (y-6)* + (a?-a)^ 

woher, weil die Coordinatenwerthe y, x die Gleichung (1) befrie- 
digen, schliesslich 

(3) (i2— 6)(»— 6) + (|— a)(a;— a) «= A 

als die einfachste Form der gesuchten Gleichung sich ergiebt. 
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Uebrigens ist es leicht, diese Gleichung auch unmittelbar 
durch die Definition der Tangenten zu gewinnen , yermoge wel- 
cher ihre beiden Durchschnittspuncte (y', a/) und (y", r^") mit 
der Kreislinie in den einen (y, x) zusammenfallen müssen. In- 
dem wir den Puncl (y, x) als in der Mitte zwischen den beiden 
Puncten (y', osf) und (y", xf*) liegend betrachten, folgt. 

^ ~ 2 ' 2 

und die Gleichungen (8) des vorigen Paragraphen gehen über in 
die beiden . * 

ix — a = 8iny[Äcosy — (a — c)8iny] 
W \y — ( = •^cos/[&cos/ — (a — c)8iny]. 
Dies sind also die GIridiungen, welche den Berührungspunct der 
Tangente bestimmen, wenn die Gleichung der8eH>en von der Form 
ist tj Ä tgyd— c). 

Aus ihnen geht hervor 

X — a 

und durch diese Relation ist der Richtungscoefficient der Berüh- 
renden bestimmt. Da dieselbe ausserdem^ den Punct (y, x) ent- 
halten soll , so ist es nunmehr Idcht sich ihre Gleichung zu bil- 
den , welche leicht auf die Form der Gleichuing (3) gebracht wer- 
den kann. 

Nimmt man den Mittelpunct als Anfangspunct der Coordi- 
naten , so kommt die Gleichung einer an den Kreis in dem Puncte 
iy^ ^) gelegten Tangente auf die sehr einfache F<Nrm 



(5) yri + x^^ r 



2 



* 



Wenn der Kreis auf schiefwinklige Coordinaten be- 
zogen wird und rj^ ^ wieder laufende Coc^dinaten, y, od die Coor- 
dinaten eines speciellen Punctes der Peripherie, 5, a die Coordi- 
naten des Mittelpunctes bezeichnen: so ist die Gleichung des Krei- 
ses (6) (7] — b)- + 2(r]—bX^—a)cosa + l^—(jO^ = r^ 
und dfe Gleichung der Tangente in dem Puncte (y, x} von der 
Form (7) rj-^y = Ä(§—x), 

wo der RichtungscoefGcient A durch die Bedingung zu bestimroeo 
ist, dass der Punct (y, x) als ein Durchschnittspuact der beiden 
Linien (6) und (7) doppelt gelte. Da der Punct (y, x) auf der 
Peripherie liegt, folgt 

(y — S)^ + 2(y — 6)(a; — o)cosa + (a; — o)* = r* 



cos a 
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und diirdi Subtraktion dieser Gleichung von der Gleichung (6) er- 
giebt sich 
[{^ ~.ft)» ^ (y— *)»] + 2[(fj — b)(^^d)-(y- h) (x— a)] cos a 

+ [(|-ß)*-(a?— «n = 
oder, wenn man mit 2 diyidirt und eine Reihe leichter Transfor- 
mationen anwendet, 

w fc-.)!(j^-»)+(^-.) 

und diese Gleichung hat ersichtlich dieselbe Altgemeinheit, wie die 
Gleichung (6), Yon der sie sich ja nur durch einen idenliscli der 
Null gleichen Zusatz unterscheidet, d.h. sie bedeutet eine Kreis- 
ÜDi«, welche durch den speciellen Punct (y, x) geht. Denken wir 
uns nun, am den Durchschnitt dieser Kreislinie mit der Geraden 
(7) zu bestimmen, die Gleichungen (7) und (8) als für dieselben 
Werthe von rj, ^ bestehend: so erhält man durch Einsetzung von 
i($ — X) an Stelle von tj — y in die letzte Gleichung 

und dieser Gleichung wird genügt, wie A auch beschaffen sein 
möge, indem man den ersten FnMor sich annuliiren lässt. Dies 
giebt ^ == 07, d.h. wir bekommen, wie es sein muss, den Punct 
(y, x) als den einen Durcbschnittspunct. Ausserdem wird dieser 
selben Gleichung aber auch noch geäugt, indem man den zweiten 
Factor sich annuliiren lässt, d. h. indem man die Gleichung 

(9) (-^-&)(l + ^coscf)+(i±^~a)(cosa + i) = 

setzt, und diese Gleichung bildet mit der Gleichung (7) zusam- 
men ein System zweier linearer Gleichungen, welches den zweiten 
Darchschnittspunct der Linien (7) und (8) in eindeutiger Weise 
festlegt. Dieser zweite Durcbschnittspunct ändert sich im Allge- 
meinen mit den Werthen von A und ist daher im Allgemeinen 
^en dem Punct« (y, x) verschieden; wenn er damit zusammen- 
fallen soll, so muss ersichtlich die Gleichung (9) befHedigt wer- 
den, indem man y und x an Stelle der tj und | set£t. Dadurch 
teht dieselbe -vb&c in die Bedingungsgleiohung 
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(10) (y — 6)(l + icogc) + («-ö)(cosa + i) =0 0, 
welche sowohl nothwendig wie hinreichend ist, damit das System 
der baden Gleichungen (2) und (9) die Relationen i] ^s: y und 
^ = o; zu Folge habe. Dass sie nothwendig ist, haben wir eben 
gesdien; dass sie dazu auch hinreichend ist, erhellt, wenn man 
die letzte Gleichung von der vorhergehenden abzieht. Dadurch 

kommt V-y /• . ^ n . ? — ^ r . 4\ n 

-i-2^(l+icosa) + -5^---(cosö + i) = 0, 

und setzt man hier für 17 — y seinen Werth aus (7) ein, so resul- 
tirt (^— a?)(l + 2icosa + i2) = 0. 
Dieser Gleichung kaon nicht Genüge geschehen durch Anmillalion 
des zweiten Factors : denn setzte man den alsdann sich ergdiendea 
Werth von A in die Gleichung (IQ) ein, so erhielte man eine die 
Lage der beiden doch vollkommen willkürlichen Punete {y, x) 
und (6, a) beschraukende Bedingungsgleicbung. Also kann sie 
nur befriedigt werden durch AnnuUation des ersten Factors, was, 
wie es sein soll, ^ ^ x ergiefat Demgemäss ist die Bedingungs- 
gleicbung (10) ebensowohl nothwendig, wie him*eicbend dafür, 
dass die Linie (7) eine Tangente des Kreises darstelle. Aus ihr 
zieht man y — b + (x — a)cosa' 



(y — 6)oosa + (a? — a) 

und erhält durch Einsetzung dieses Werthes in (7) die Gleichung 

der gesuchten Tangente 

/n\ y—b + (x — d)cosa .^ 

(11) ri-y = - (y-b)co.a + {x^a) ' ^^"^^ 

oder auch 

A / J;^ (y— &) + (a?— a)cosa t / m 

17 — — («— 0) = — 7^^ TT —, — ' — tLs — a — (x — a)] 

' ^ {y — o)coso + (a? — 0) ^ 

oder endlich, wenn man die Relation 

(y — 6)* +2(y— 6)(a; — a)cosa + (a? — ä)^ = r* 
benutzt, etwas einfacher 
(13) (y—b){T]—b) + [(x-a)(fj-b) + (y-b)(^—a)}cosa 

+ (a?— o)(^— a) sw r^ 

Die für den Fall eines schiefwinkligen Coordinätensystäms so 
eben angewandte Methode, die Gleichung einer BerühnitigsUnie aa 
den Kreis zu finden, ist dadurch bemerkenswerth, dass sie die di* 
recte Auflösung einer quadratischen Gleichung uoifpeht: zugleidi 
ist es leicht sie zu verallgemeineru^ so dass sie zur Bestiffimoi^ 
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der Tangente an eine beliebige algebraische Cunre in einem belie- 
bigen Puncte (y, x) dienen kann. 

Es seien nämlich ij, § wieder laufende Coordinaten und 
^(?i ^) cii^ irgendwie aus 17, ^ zusammengesetzter ganzer und 
rationaler Ausdruck irgend welchen Grades: alsdann ist 

(13) 0{rj, ?) = 
die Gleichung einer bestimmten algebraischen Curve und, wenn 
der Punct (y, x) auf dieser Curve liegt, so folgt noch 

(14) a>(y, X) = 0. 

Ziehen wir die letzte Gleichung von der vorhergehenden ab, so 
geben je zwei entsprechende Terme eine Differenz, welche bis 
auf einen constanten Factor eine der drei Formen 

hat. Die beiden ersten Ausdrücke sind respective Iheilbar durch 
1] — jf und ^ — X und der letzte kann umgeformt werden, wie 

folgt': 

also ist das erste Glied des transformirten Ausdruckes durch 
§ — X und das zweite durch i^'—y ohne Rest theilbar. Dies vor- 
ausgesetzt erhellt, dass nach den gehörigen Reductionen schliess- 
lich durch die angedeutete Subtraction eine Gleichung resultire 
von der Form 

(15) {ri-y)ü+{M-x)V^ 0, 
wo V und V irgend welche algebraische Functionen der Grossen 
V> ^^ y^ ^ darstellen, und diese Gleichung drückt dieselbe Curve 
aus, wie die Cileichung (13). Denken wir uns nunmehr die Glei- 
chung (7), welche eine gleichfalls durch den Punct (y, x) gehende 
Gerade ausdrückt, als zusammen bestehend mit der Gleichung 
(15), so bekommen wup diejenigen Puncte (ly, |), in welchen die 
Curve von der Geraden durchschnitten wird, und es ist statthaft, 
an Stelle von rj — y seinen Werth Ä{^ — x) in (15) einzusetzen. 
Dadurch bekommen wir 

{S—x)iAU+V) = 0. 
Die AnnuUation des ersten Factors liefert, wie Ä auch beschaffen 
sein möge, den Werth | = a?, d. h. der Punct {y, x) ist, wie 
es sein muss, ein den beiden betrachteten Linien gemeinschaftli- 
cher Punct. Die AnnuUation des zweite Factors hat die Gleichung 

(16) iü + F « 
zu Folge, und diese zusammen mit der Gleichung (7) bestimmt 
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die noch übrigen Durchschnittspuncte , welche im Allgemeinen \on 
dem Puncte (y, x) verschieden sein werden. Soll der leUtere 
noch einmal darunter vorkommen, so kann dies nicht anders ge- 
schehen , als wenn der Gleichung ( 1 6) Genüge geschieht durch 
die Substitutionen von y und x an Stelle von tj und ^. Nehmen 
.vir an, dass durch diese Substitutionen die Ausdrücke U und V 
sich respective in die Ausdrücke u und v umwandeln, welche letz- 
teren dann nur noch Functionen von y und x sein köpnen, so 
geht die Gleichung (Iti) über in die folgende 

(17) iitt + t? = 0, woher i = . 

u 

Die Gleichung der gesuchten Tangente, welche die durch die Glei- 
chung (13) oder (15) ausgedrückte Curve in dem speciellen Puncte 
(y, x) hat, ist demgemäss 

(18) u(rj-^y)+v{^'^x) = 0. 
Um jedem Einwände zu begegnen wollen wir nachträglich 
noch zeigen, dass die Gleichung (17j nicht nur nothwendig folgt 
aus der Existenz des Punctes (y^ x) als eines doppelten Durch- 
schniltspunctes , sondern auch, d^ss sie hinreichend ist um die 
Existenz eines solchen zur Folge zu haben. Dies reducirt sich 
wesentlich auf den Nachweis, dass, insofern die Gleichung (17) 
besteht, die Coordinatenwerthe § = x und tj == y den beiden 
Gleichungen (7) und (16) Genüge leisten und dies erhellt sofort, 
wenn man die Gleichung (17) von der Gleichung (16) subtrahirt 
Dadurch kommt, indem ü\ U'\ V, V" weder von ij, ^, y, a? 
abhängige Ausdrücke bezeichnen, die Gleichung (16 j auf die foN 
gende Form : 

{ri-y)iAU' + Ü^ +{^-x)(^ÄY' + V") = 0, 
und besitzt ersichtlich im Allgemeinen die in Frage stehende Ei- 
genschaft, es sei denn, was indessen nur ausnahmsweise und in 
sehr speciellen Fällen geschehen kann, dass die Ausdrücke AI/' -ff/'' 
und ÄY* -\' F" vermöge der Substitution von y und x an Stelle 
von ij und ^ nicht beide endliche Werthe erhielten. Denn Falls 
einer derselben unendlich gross würde, käme der Werth des be- 
züglichen Termes auf die Form • oo =>= —^ welche möglicher 

Weise eine von Null verschiedene Grdsse ausdimakt. 

2« Die beiden Tangenten, die von einem nicht 
auf der Peripherie enthaltenen Puncte aus nach ei- 
iieai Kreise gelieo* 



• u 
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Dci* gegebene Punct habe die auf irgend ein rechtwinkliges 
System bezogenen Coordinaten ri, ^ und die Coordinaten des vor- 
läufig noch unbestimmten Berührungspunctes , welchen eine durch 
den Punct (r],^) gelegte Tangente mit dem Kreise hat, seien y, o?. 
Ferner seien die laufenden Coordinaten dm* gesuchten Tangente 
Y und X , so ist deren Gleichung gemäss den Entwicklungen der 
vorhergehenden Nummer 

a^) iy — b){Y—b)+(x-a){X—a) = r^ 
und da die Tangente den Punct (77, ^) auf sich enthalten soll, 
muss diese Gleichung erfüllt werden , wenn man an Stelle der all- 
gemeinen Coordinatenwerthe F, X die speciellen tj, § einsetzt. 
Dies bat zu Folge die Rekition 

(20) {s-b)i7i-b) + (sß-a)(S-a) ^ r\ 
mit welcher gleichzeitig die auf die speciellen Coordinatenwerihe 
y, X bezogene Kreisgleichung bestehen muss, nämlich 

(1) (y— 6)M-(a?— 0)2 = r\ 
Die beiden Gleichungen (1) und (20) reichen zur Bestimmung des 
Berührungspunctes {y, x) vollkommen aus und ergeben im Allge- 
meinen, da die eine in Bezug auf y, x quadratisch, die andere 
linear ist, zwei reelle oder imaginäre Werthsysteme für die Coor- 
dinaten des Berührungspunctes (y, x), so dass von dem Puncto 
(tj, ^) im Allgemeinen zwei reelle oder zwei imaginäre Tangenten 
Daeh dem Kreise gehen. Die Auflosung der beiden genannten 
Gleichungen nach y und x hat zu Folge 

_ _ rH^-a)±ritj ~6)V(g^a)H ö?^^)^— "r» 
.2u /'' "* "^ (g-a)>-|.(^-6)2 

„_Ä - ^^(^- ») + r(g- a)V(g-a)2 + {rj-b)^^r* 

WBd indem man diese Wwthe für x — a und y — 6 in die Glei- 
chang (t9) substituirt, erhält man die Gleichung 

(22) [(ri~b){Y—b) + (^—a){X-a)] 

^:ME^IE^E^[{^-aHY-b)-ir]-b)(X-an 

■== ('?-«' + (^-o)^ 
welche, je nachdem man das obere oder untere Vorzeichen nimmt, 

^e eine oder die an4ere der beiden gesuchten Tangenten aus- 
drückt. Dieselben fallen, wie es sein muss, in eine zusammen, 
wenn man (»?— &)^ + (^— «)* = r- 

hat, d. h. wenn der gegebene Punct (tj, ^) der Peripherie des 
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Kreises angehört; sie sind beide reell oder beide imaginär, je 
nachdem (tj — &)* + (? — a)^ > oder < r* 

aasföllt, ,d. h. je nachdem der gegebene Punct ausserhalb oder 
innerhalb der Kreisfläche liegt. 

Setzen wir der Kürze halber 

(23) (fj-h)^ + i^^a)^^ Q^ 
so kommen die Gleichungen unserer Tangenten auf die einfachere 
Form (24) [(rj-b) (Y-b) + (^_fl)(X-a)] 

+ >/g^-r^ [(g-a)(r-6)-(,-ft)(X-a)] = q^ 
— r 

und, wenn die beiden Berührungspuncte respectire die Coordina- 

.ten y^y Xi und ^2? % haben, so dass erstere dem oberen, letztere 

dem unteren Vorzeichen in den Gleichungen (21) entsprechen, so 

erhält man vermöge der Gleichung (21) 

(25) x,-a= r^a-a) + fiV-i)H^=^ ^ 

r^(i? — ft)— r(g— a)Ve^— r' ^ 

»t— ^ = ^2 

_ r^ (tj — b)+ r(i — a)V g* — r^ 

Wie wir aus dem vorigen %, wissen, liegen die beiden Puncte 
(yi, Xi) und (^2« ^2)* <^i^9 yfenn sie imaginär sein sollten, auf 
jeden Fall coi^ugirt imaginäre Puncte sind, unter allen Umstän- 
den auf einer reellen Geraden, welche in dem Falle zweier reeller 
Tangenten sich als die sogenannte Berührungssehne darstellt, im 
Falle einer reellen Tangente, die doppelt gilt, mit dieser selbst 
zusammenßllt, und im Falle zweier imaginärer Tangenten in be- 
kannter Weise construirt werden kann. Die Gleichung dieser Ge- 
raden ist, indem Y und X wieder laufende Coordinaten bezeichnen, 

gl +^2 Vi — yi (y a?i+a?2\ 

2 a?i— a?2\ 2 / 

oder, wenn wir bemerken, dass zu Folge der Gleichungen (25) 

und (26) 
(27) 

yi + y» I, — r^ij—b) Xj+Xj _ r'(g— 0) 

2 " ~ Q^ ' 2 " ~ 5» 



y— 
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durch Substitution der Werthe von ^' ^* , 


a?i +0?, 

2 » yt"~yi» 


p* Tj—b \ 





oder, wenn man mit i; — b beiderseits multiplicirt, transponirt 
und die Relation (23) in Anwendung bringt, sehr einfach 
(28) (,_6)(y_6)+(f^a)(X-a) = r\ 
Der senkrechte Abstand, in welchem sich die Gerade (28) vom 
Mittelpuncte befindet, wird zu Folge der Formel (15) des t*8., 
wenn er nach dem Bfittelpuncte hin gerechnet wird, nach Grösse 
und Vorzeichen dargestellt durch den Ausdruck 



r» 



Tj — b _ r 



2 



v-(-P) 



?— a\« Q 



wenn er vom Mittelpuncte aus gerechnet wird, durch den 



r« 



Ausdruck und die Construction der Geraden (28) läuft daher 

9 
io jedem Falle auf die Conslruction einer dritten Proportionale 

2u den beiden Längen r und q hinaus; mit ihr sind geometrisch 

auch die beiden Beruhrungspuncte, wenn sie reell sind, gegeben, 

und die beiden Berührungslinien selbst werden nunmehr einfach 

durch die Verbindung dieser Puncte mit den gegebenen erhalten. 

-- Aus der Betrachtung des Abstandes q erhellt noch, dass die 

Gerade (28) ausserhalb des Kreises liegt, wenn p<^r, dass sie 

den Kreis tangirt, wenn p = r, und dass sie den Kreis reell 

durchschneidet (eine Secante ist), wenn Q^r. 

§. 18. 
Von dem Verhältnisse zwischen Pol und Polare, 

Als das Resultat der Entwickelungen der beiden vorigen Pa* 
ragraphen können wir das analytische Factum betrachten, dass 
jedem gegebenen Puncte (77, |) eine bestimmte Gerade entspreche, 
welche durch die Gleichung (28) des vorigen Paragraphen ausge- 
drückt ist. Dieselbe stellt in Bezug auf einen bestimmten Kreis 
die Verbindungslinie der beiden Beruhrungspuncte dar, welche die 
beiden durch den Punct (rj, §) gelegten (reellen oder imaginären) 

Selmon I. 14 
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Tangenten mit diesem Kreise haben. Bezeichnen demgemäss y 
und X wieder allgemeine Coordinaten, so heisst in Bezug auf 
den durch die Gleichung 

(I) (y—bV + {x—a)^ ^ r* 
ausgedruckten Kreis derPunct (tJj ^) der Pol der be- 
zeichneten Geraden, welche eine Gleichung von der 
folgenden Form hat: 

(2) (fi-b)(y—b) + {S—a)(x—a) = r» 
und umgekehrt die Gerade (2) heisst die Polare des 
Punctes (17, ^). So wie nun, wenn der Pol (?/, |) ge« 
geben ist, die zugehörige Polare unmittelbar vermöge 
der Gleichung (2) erhalten wird, so kann man auch um- 
gekehrt, sobald die Polare gegeben ist, den zugehö- 
rigen Pol als bestimmt ansehen. 

Um diese Umkehrung als richtig darznthun, haben wir nur 
nöthig die Gleichung 

Ay + Bx + C = 
irgend einer beliebigen Geraden, die wir als Polare ansehen, mit 
der Gleichung (2) zu identificken.' Dies hat zu Folge üe Rela- 
tionen 

vermöge welcher , da sie in Bezug auf die Coordinaten ij, § linear 
sind, der zugehörige Pol (tj^ ^) unter allen Umstanden in eiadeu- 
tiger und reeller Weise seine Bestimmung hat. 

Wir bemerken noch, dass die Gleichung der Polaren zu 
einem gegebenen Puncto {tj^ £) sich ebenso aus den Coordinaten 
dieses Punctes zusammensetzt, wie die Gleichung einer Tangeafte 
an den Kreis (1) aus den Coordinaten des Berührungspunctes, 
und in der That geht ja auch die Polare des Punctes (17, ^) in 
eine Kreistangente über, wenn der Punct (tj^ £> auf der Periphe- 
rie ' enthalten sein sollte. 

2. Nimjttt man den Mittelpuiict des Kreises (1) zum An- 
fangspunct der Coordinaten, so kommt die Gleichung dieses Krei- 
ses auf die Form 

(3) »2 + »» = r2 

und; die Polare des Pun^ctes (1^, $) wird, indem y und x fort- 
dauernd laufende Coordinaten bezfichiMn, bestimmt duri^b di» ein- 
acbe Gleichung 
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(4) i?y + §» == r\ 

Dar kicbiiiiigscoe£ßdent der Polaren ist . demgemäss in Bezog auf 

das zuletzt gewählte Coordinatensystem gleich ^. Derselbe 

genügt der CSeicbong 

und da -?- den Richtungscoefficienten der den Punct (i^ |) mit 

dem Mhtelpuncte Verbindefiden ausdrückt, so ergiebt sich das 
Tbeorefti: 

PiB (in Betug auf ^tiira gegdbieiien Ereis) irgend einem 
Amefa (9, |) dti^raeftaiMie Ator« (4) aiete ^^ürf^A/ öti/ dem 
Aotftea ^maor vom Mittäpmusie naek dem Puncte {tj, ^). 

Ferner folgt unHnttelbar mm deid Bemerkntigen am Sehlusse 
des vorigtf» Paragraphen, dass der Radius die mittlere 
Proportii^nate sei zwischen den beiden Abständen, 
welche Pol und Polare vom Mittelpuncte haben. 

Nehmen wir an, der Punct (17, %) bewege sich auf einer 
f<islen GerlMlen, deren Gleichung 

(5) y = i» + B 

sein mftge, so fblgt unmittelbar für jode speeteUe Lage des Punc- 

Vi^d die Gleidiung der aiigehörigen Polare klemmt aäf die Form 

(6) (A^ + B)y + ix = r\ 
Bringen wir nunmdit die Gleiebung (5) auf die Form 

r* , Ar'^ . , 

so et^ebt sich/ das» der Punet (171 y |i), dessen Co^rdinaten 

(7) «i = -X' ^*. = — T 
sind, den Pol der Geraden (5) darstellt. Nun erfüllen die Coordi- 
öatenwerthe des Punctes (ly^, ^1) , an Stelle von y , x respective 
«eingesetzt, die Gleichung (6): also erhellt, dass die Polaren aller 
l^uncte, welche auf der Geraden (5) enthalten sind, sich in einem 
festen Puncte , dem Pole^ dies^ Ge^atfen durchschneiden. 

UmgelLehrt drückt die Gleichung (6) , wenn man ^ vaWiren 
l^sst, eine unbegrenzte Menge von Geraden aus, die srch alle in 
^ Pttnev^ (fli, li) durchsdM^iden. betrachten Wir diese Ge- 

14* 
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raden als Polaren, so ist klar, dass die respectiven Pole soicfae 
Ck)ordinatenwerthe haben , welche der Gleichung 37 = AI + B ge- 
nügen; also bilden sie in ihrer Gesammtheit die Gerade (5), wel- 
che den Punct (rjt^ |i) zum Pole hat. 

Hiermit ist das folgende Doppeltheorem dargethan: 
Die Polarm aUer Fimcte einer Geraden gehen durch den M 

dieser Geraden und umgekehrt, die Pole aUer Geraden, toel- 

ehe durch denselben Punct gehen, liegen auf der Polare 

dieses Punctes, 

Ebenso leicht beweist sich das folgende Theorem: 

Wenn irgend ein Punct und irgend eine Gerade in Bezug auf 
eine feste Kreislinie in der Rdation von Pol und Polare m 
einander stehen, so wird jede dur^ den Pol hindurchgelegte 
Transversale einerseits durch Pol und Polare und andererseitt 
durch die Kreislinie harmenis^ geAeilt. Hierbei sind die 
Durchschnittspuncte der Transversalen mit der Kreislinie das 
eine Paar conjugirter Puncte und das andere Paar wird ge- 
bildet durch den Pol und den Durchschnittspunct der Trans- 
yei'sale mit der Polaren. 

Behufs des Beweises nehmen wir zur Axe der y, deren Rich- 
tung bisher vollkommen willkürlich geblieben ist, eine Gerade, die 
durch den Mittelpunct des Kreises parallel mit der Secante läuft. 
Alsdann haben alle Puncte der Secante eine und dieselbe Absdsse, 
die wir mit | bezeichnen, und wenn wir in der Gleichung (4) 
unter y und x die speciellen Coordinaten des Durchschnittspunc- 
tes der Polaren mit der Secante verstehen, ist 

X = f , y == — ;; — • 

V 
Ferner die beiden Durchschnittspuncte (yi, a?i) und (y^, x^) des 

Kreises mit der Secante haben zu Coordinaten 

a?i = I, yi = + Vr»— g^, 
und 072 = g, y, = — Vr*— ?, 

Bilden wir uns nunmehr die Proportion, welche die harmonische 
Theilung ausdrückt, nämlich 

y— ifi : y— y» «^ j?— yi : y»— i?; 

so überzeugt man sich leicht davon, dass sie in Folge der obigen 
Wertbe von y, yi, y« verificirt wird. 

Nimmt man an, dass der Punct (1;, £) ausserhalb des Krei- 
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868 liegt, 'so stellt die Polare (4) die zugehörige Beruhnuigssehne 
dar and das Theorem specialisirt sich wie folgt: 

Jede Secante, welche von dem Durckschnittspuncte zweier 
Tangenten nach einem Kreise geht, wird durch die zugehörige 
Berührungssehne und die Kreislinie harmonisch getheik. 

Die Umkehrung des vorletzteD Theoremes ist, wie mau leicht 
einsieht, statthaft und hat den folgenden Satz zum Ergebnisse: 
Wenn auf einer Geraden vier harmonisch gelegene Puncte 
gegeben sind, derartig, dass das eine Paar conjugirter Puncte 
den Durchschnitt der Geraden mit einer gegebenen Kreislinie 
bildet, so stehen die Puncte des anderen Paares in einem sol- 
chen Verhältnisse zu einander, dass die Polare des einen in 
Bezug auf die Kreislinie durch den anderen Punct hindurch-- 
geht, 

3. Denken wir uns vom Hittelpuncte (A, a) auf die Polare 
(2) ein Perpendikel gefällt, so enthält dieses bekanntlich den 
Panct {rjy ^ und trifft die Polare in einem gewissen Puncte (y,a;), 
for dessen specielle Coordinatenwerthe wir uns die Gleichung (2) 
befriedigt denken. Alsdann, da die Coordinaten ij, ^ ganz auf die- 
selbe Weise zur Bildung der Gleichung (2) beitragen, wie die Co- 
ordinaten y, x, kann dieselbe angenommen werden als aus der 
Gleichung {Y—h)(y—b) + {X—a)(x—a) = r* 
durch Substitution der Specialwerthe (ij, ^) an Stelle der allge- 
meinen Coordinatenwerthe F, X hervorgegangen. Demzufolge drückt 
die letztgenannte Gleichung eine Gerade aus, welche den Punct 
{rj, ^ enthält, und da diese Gerade ersichtlich die Polare des 
PuDctes (y, x) darstellt, so ist dargethan, dass ebenso wie die 
Polare des Punctes (jj, $) den Punct {y, x) auf sich enthält, auch 
umgekehrt die Polare des Punctes {y, x) den Punct (77, ^ auf 
sich enthält. Die beiden Puncte ();, 1) und (y, x) beissen 
aus diesem Grunde in Bezug auf den Kreis (1) einan- 
der zugeordnete Pole oder auch wohl reciprokePuncte. 
Je zwei zugeordnete Puncte liegen immer mit dem' 
Hittelpuncte (6, d) in gerader Linie und haben von 
demselben solche Abstände, zwischen denen der Ra- 
dius die mittlere Proportionale ist. Die letzte Behaup- 
tung ergiebt sich unmittelbar daraus, dass, wenn der Abstand des 
Punctes (jj, ^ vom Mittelpiincte mit q bezeichnet wird, der Ab- 
stand der zugehörigen Polaren (2) vom Mittelpuncte die Grösse 
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— hat, und dieser letztere Abstand stellt ja gleichzeitig die zwi- 
Q 

sehen den ]Punctefi (Jk, a) und (y, sp) enthaltene Strecke dar. Die 

Construction zweier zugeordneter Pole erfolgt daher apA einfach- 
sten , indeo) pian ßic)i auf ^er J(ip)itung e^nes fla^io^ ^^^ ^^ ^^^^ 
gelben Seite vom Hittelpuncte aus gesehen zwei solche Punete be- 
stimmt, derep A)l^^n^(|e vpm Mit^lpuncte p-espective gleich f mi 

— sind. Hieraus ergiebt sich zugleich , dass , wenn der eine zu- 

g^rdfietfi Pq) innerhalt) der {prejsQacbß Hegt, der a^iderß ausser- 
halb 4'ersdbe;i (al|t. 

Wßim der eine ^on zwei ^ugeof^dpeten Polep gegeben ist, 
e^wa def PmiQt (9, 1), so kann gefragt werflen, wekb^s die Co- 
ordinaten y, x des anderen seien. Zunächst liegt der Punct (y,a;) 
a\if d«r folfiren des Piioiiites 17, |, also M man 

(??-*)(» -» + (^-fl)(a?-a) = r2; 
iJBfuer Hegt er auf dem Radius yector, der von dem functß (6,a) 
nach d^rp Puncto (ij, 1) gßht, a)ao ist 

ßeUt mal» wifMijer, wie im vorigen Par agrapheii, der Ki|r^ halber 

(8) Q = V(V-^)*^-(f-a)^ 
SP ergeben sich. (}urcb Ai^flösui^g der beiden yorh^gebepden Glei- 
chungen naoh ^x X die Formebi 

(9) y_6 =(l-j'(,_6), a._a= (^^(f-a), 

ifßrmöge welcher die Coordinaten des gej^^^^t^ P^ct^s (y, m) 
^^.timmt sind. — Aus den (^ichMngen (9> ert^AH ni^ unter 
^uz^ung 4er G^icbung (8) die f<4ge))djeq h9i4o9i nei^^n Gil^cbuo- 

gen: (10) (y— 6)* -f (x—a)^ = -4 und -*— -- = -S"-^- 

Ufngekebrt kanii aus dem Systeipe der drei Gleic^pgei^ (8) und 
(IQ) 4a$ voiT^ergebende System der Cflei(^]^uf|^^ (8) i|a4 (9) ^'^ 
4^1^. eifhAH^u werden. Mithin ergiebt s^^ das folgeodo Tt^orem, 
yiTQ^t^QS die Uml^^hi^upg de« oben erwähnten Satzes iiher die Ab- 
stände zweier reciproker P^ucte \ov^ SIittelp^9pte ^nd auf wel- 
djp^m die olpige Construction zweier so^ber Pimet6 basirt ist 
WeUin zwei Punete (7;, |) und (jf* 4?) 9.it den^ Mittel- 
piji,^^(;te (6, a) eii^es gege^>en^i^ Ij^reifa» ^^ gerader W" 
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nie liegen und von diesem letzteren solche ^uf einer 
Seite desselben befindliche Abstände haben, deren 
Product gleich dem Quadrate des Radius ist^ so sind 
die erstgenannten Puncte zugeordnete Pole in Bezug 
auf den gegebenen Kreis. 

Nehmen wir nunmehr zur Vereinfachung der Betrachtung 
wieder den Mittelpunct der Kreislinie zum Anfangspuncte der Co- 
ordinaten, so stellt die Gleichung (3) unsere Kreislinie dar, in» 
Bezug auf welche zwei specielle Puncte zugeordnete Pole seien. 
Legen wir die Abscissenaxe in denjenigen Diameter, welcher beide 
Pole enthält, und bezeichnen ihre Abscissen respective mit q und 

— : alsdann ist der Abstand eines willkürlichen Punctes (y, gp) 

voH ihnen respective 



indem das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem derPunct 
(jf, 09) auf d«r positiven oder negativen Seite der Abscissenaxe 
sich befindet. Nehmen wir nun an, der Punct (y, io) sei irgend 
ein Punct der Kreislinie (3), so ist das Verhaltniss der beiden 
bezeichneten Abstände 

y^ + lx -I ^ r^ — 2—x+-j 

Demzufolge ist das Verhaltniss der Abstände , in welchen sich der 
Punct (y, x) von den beiden betrachteten zugeordneten Polen be- 
findet^ ven dessen Lage auf der Peripherie unabhängig und es 
folgt das Theorem: 

Die Entfernungen irgend eines Punctes der Peripherie von zwei 
bestimmten zugeordneten Polen haben diisselbe Verhaltniss, 
ttoo ftnlfier auch der Punct auf der Peripherie angenommen 
werde. 

Ebenso leicht überzeugt man sich von der Gültigkeit der 
folgenden beiden Theoreme: 

Je zwei zugeordnete Poh theilen den Durchmesser, auf loel- 
chem sie liegen^ harmonisch und umgekehrt, wenn zwei Puncte 
einen Durchmesser harmonisch theilen, so sind sie zugeord- 
nete Pole. 



— 21« — 

Seien a und b zwei zugeordnete Pole» a der zwischen bei- 
den enthaltene Endpuncl des zugehörigen Durchmessers und ß der 
andere, ferner m der Hittelpuncl des Kreises. Alsdann ist 

ma : ßm = ßm : mfr, 
woher 

fna+ßm : ßm + mb = ma — ßm : ßm — mh 

= ma — ma : ma — tnb 
oder ßa : ßb ^ aa : ba^ 

d. h. es findet die behauptete Proportion statt. Umgekehrt, wenn 
dieselbe statt findet, so folgert man leicht, dass der Radius die 
mittlere Proportionale zwischen ma und mb oder ma • niA = r' 
sei , und dies reicht hin , um a und ( als conjugirte Pole betrach- 
ten zu dürfen. 

§.19. 

Durchschnitt zweier Kreise. Theorie der Chordalen. 

1. Stellen wir die Gleichungen zweier beliebiger KreislinieD 
zusammen, nämlich 

(1) K' = (y~t')*+(a? — a')*— r=» = 
und (2) JS:" =c (y— 6")* + (a? — a'O»— r* = 0. 
Multiplidren wir die erste dieser Gkichungen mit irgend einer 
willkürlichen Constanten i/ und die zweite mit einer gleichfalls 
willkürlichen Constanten l'\ so resultirt die Gleichung 

(3) ;L'^' + rr' = 

welche, wie man sich leicht überzeugt, im Allgemeinen einen Kreis 
ausdrückt.'*' Die Gleichung (3) wird nun befriedigt, wenn die 
Gleichungen (1) und (2) gleichzeitig erfüllt werden, d.h. wenn 
man die Grössen y, x nicht mehr als laufende Coordinaten, son- 
dern als specielle Coordinaten eines Durchschnittspunctes der 
Kreise K' und JT' ansiebt Also drückt die Gleichung (3) im All- 
gemeinen einen Kreis aus, welcher sich mit den beiden Kreisen 



Es ist wohl kaum nöthig besonders zu bemerken , dass der Charakter der dordi 
die Gleichnng (3) ansgedräckten Curve ausser von den in den Ausdrflcken > 
und x" vorkommenden Constanten durchaus nur von dem VerhAltnisse der 
beiden Grössen l' und l" abh&ngt. Dem gemäss ist es statthaft eine der- 
selben, etwa X', gleich 1 anzunehmen, ohne dass dadurch die Allgemeioliflrt 
der Betrachtung irgendwie beschränkt werde. 



i 
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(I) und (2) in denselben Puncten durchschneidet, und jeder spe- 
ciellen Bestimmung der Grössen l! und U* oder Tielmehr ihres 
Verhältnisses y auf dessen Werth es allein ankommt, entspricht 
ein specieller unter den unzähligen Kreisen Ton der erwähnten 
Beschaffenheit. Der Hittelpunct (fr, a) desselben ist gegeben durch 
die Coordinatenwerthe 

Aus diesen beiden Gleichungen ergeben sich leicht die Relationen 
._., _ l"ih"-h') ^_. _ l"(a."-a') 
" l'-Vl" ' * * ~ A' + A" 

und hieraus folgt 

h—b' h" — V 



a — a a — 

d.h. die drei Hittelponcte ((, a), ((', aO> (("« a!*) liegen in ge- 
rader Linie und diese gerade Linie ist ersichtlich identisch mit 
der Ci'ntrale der beiden gegebenen Kreise (1) und (2). In Ue* 
bereinstimmung hiermit folgt aus den Kiementen, dass jeder Punct, 
der in der Richtung der Centrale von- zwei gegebenen Kreisen 
ßUt, zum Mittelpuncte eines Kreises gemacht werden kann, wel- 
cher durch die beiden Durchschnittspuncte der ersten beiden Kreise 
geht. 

Bezeichnen wir der Kürze halber die Länge der Centrale 
zwischen den beiden gegebe nen Kreisen mit c, so ist 

(5) c = ±V(t' — 6'0* + (a' — «")* . 
und der Radius des durch die Gleichung (3) ausgedrückten Krei« 
ses hat die Grösse 



/ 



A'r'» + A'V"» A'AV 



Er wird mithin unendlich gross, wenn man X' + A" = an- 
nimmt und gleichzeitig, wie die Gleichungen (4) zeigen, rückt der 
Hittelpunct auf der Richtung der Centralen in unendliche Ent- 
fernung. 

Ein solcher Kreis geht, wie geometrische Grenzbetrachtun- 
gen zeigen, in eine gerade Linie über und eben dies erhellt auch 
unmittelbar auf analytischem Wege. Denn setzt man A' = 1, 
^" ^ — 1, so heben sich in der Gleichung (3) die Glieder der 
zweiten Dimension gegen einander auf und die Gleichung wird in 
Folge dieser Grademiedrigung linear; die durch die Gleichung (3) 
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ausgedrückte Kreislinie degenerirt dem entspredietid in eine Ge- 
rade, deren Gleichung näher die Form hat 

(6)2(6'~t")y+2(a'— a")aJ+(r'*-«'»— 6'*)-(r">--a"*— 6*'»)«=«. 

Der RichtungscoefBcient dieser Geraden ist '-^"itt^ttt» der Rieh- 

' 1/ 1// 

tungscoeffident der Centralen ^ ' ■ > — ^; da demgemäss die Rela- 

a — a 

erfüllt wird, so steht die Gerade (6) auf der Centralen senkrecht. 
Natürlich hat nun diese Gerade dieselbe Eigenschaft, wie alle durch 
die Gleichung (3) ausgedrückte Linien, nämlich mit den beiden 
Kreisen (34) sich in denselben Piincten zu durchschneiden. Mit- 
hin sind die Durchschnittspuncte der beiden Kreise (1) und (2) 
identisch mit den beiden reellen oder imaginären Dnrohscbnitts- 
puncten, welche die Gerade (6) mit jedem dieser Kreise besitzt 
und es folgt mithin der Satz: 

Zwei bdiehige Kreise sehneiden einander in %wei (reellen 
oder imaginären) ^ncien\ die Gerade, welche beide Durch* 
schnittspnnete mit einander verbindet, ist auf jeden FcM reeU, 
Diese Gerade nun wird ton Plücker die Chor dal e der bei- 
den Kreise genannt; Steiner nennt sie wegen einer gleich zu er- 
örternden Eigenschaft die Linie der gleichen Tangenten 
oder die Linie der gleichen Potenzen; Ponoelet, je nach- 
dem sich die beiden Kreise reell oder imaginär durchschneiden, 
deren reelle oder ideale Secante. ^ 

Eine unmittelbare Folge des letzten Theoremes ist, dass die 
beiden Kreise K' und K*\ wofern ihre beiden Durchschnittspuncte 
in einen zusammenfallen , eine gemeinschaftliche Tangente besitzen. 
Man sagt alsdann, dass sie einander berühren und näher 
ist die Berührung von der treten Ordnung, weil der Berührangs- 
punct die Stelle von nur zwei Durcbschnittspuneten Tertritt. Die 
Elemente unterscheiden noch eine äussere und eine innere Berüh- 
rung zweier Kreise. In beiden Fällen ist die Chordale derselben 
identisch mit der beiden gemeinsame Berührungslinie. 

Die Centrale zweier Kreise steht auf ihrer Chor- 
dale senkrecht und demzufolge ist zur vollständigen Bestim- 
mung der letzteren immer noch die Renntniss eines speciellen ihr 
zttgeMrigen Puiietes erforderlich. Wir betrachten hier zunäehst 
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deqjeoigen «peeiellw PuDct f , in wekkem aie von der Centrale 
geschnUten wird. 

2. Der Krei« f , der durch die Gleichung (1) dargestellt 
isl| möge ¥011 dei| beiden gegebenen Kreisen derjenige sein, der 
den kleineren Radius hat, also r^<ir** » die beiden MUtelpuncte 
seien respective m* und m" und die Centrale mW möge zur 
Abscissenaxe gewählt werden, so dass der «ine Mittelpunct ml der 
Anfangspunct und der andere Hittelpunct m!' auf der Seite der 
positiven x sich befinde. Endlich seien n' und nf' diejenigen bei- 
den auf der Centrale befindliqhen Puncte der Kreislinien IC und 
JT', in welchen sich dieselben am nächsten sind. Dies vorausge- 
setzt ist die Abscisse von n*\ indem c die absolute Länge von 
mV bezeichnet, respecUve n— r'^ und diq Abscisse von n' ist 
4-^ oder — r^ je nachdem c — r" positiv oder negativ ausfallt. 
Die Radien r' und f " gelten hierbei natürlich als absolute oder 
schlechthin positive Längen. 

Indem man nunmehr (' sc ('' ^ 0, a' ss 0, «''=&€ hat, 
geht die Gleichung (6) über in die folgende: 

v) ^ = ar — "^ 

Die rechte Seite dieser Gleichung bestimmt nach Grösse und Vor- 
zeichen den Abstand m*g und um die verschiedenen Besonderhei- 
ten, welche in der Lage des Punctes g eintreten können, heraus- 
zuheben, haben wir zu Folge der Wahl des Axensystemes nur 
nölhig c zwischen den Grenzen und + oo variiren zu lassen. 

Für .alle Werthe von c, die grösser als r" •\- r* sind, ist 
t'-r*' sothwendig positiv und es ist leicht die Ungleichheit 

c—r'> 2j- — >r 

zu verificiren, welche aussagt, dass der Punci g zwischen den 
beiden. Puncten n' und n" enthalten ist. Die beiden Kreise liefe« 
dann ganz ausserhalb einander, und ihr Dur<:hschaitt wird Vfin 
^wei eojQ|}ugirC imaginären Puncten g^^det; die zugehörige Chnr- 
dale ßllt ausserhalb, beider I^eiae in dep zwischen denselb(»i be- 
stimmten Raum hinein. Näher ruckt sie, wepn c sich v^ldeinerl, 
im Sinne der Bewegung VBt/'vi!: nach dem Puncte n' hin nnd er- 
reicht diesen Punct wirklich, wenn c sc r"^r* geworden ist. 
Al3daw Men die drei Puncte y, n! ui^d n!* in ^inen pisnounm:. 



die beiden Kreise berobren einander von aussen und die Chordäle 
fallt in die Richtung der gemeinschaftlichen Tangente hinein. 

Wenn e sich weiterhin verkleinert, so dass es in dem bi- 
ter?alle von e = r" + r' bis zu c = r" — r* variirt, so be- 
stehen die beiden Ungleichheiten 

c — r"<r' und e — r'<r" 
und aus diesen leitet man leicht die folgende Ungleichheit her 

^-^ < 2c ^'^ 

oder, da -— r'<c — r" ist (weil r" — r*<it sein muss), noch 
stärker ,^ t^ — (jf*^ — t**) ^ , 

"''^ k <''• 

Demzufolge liegt der Punct g beständig zwischen den beiden Punc- 
ten , deren Abscissen respeetive + r* und — r* sind , d. h. er liegt 
auf der Abscissenaxe innerhalb der Kreislinie K* und dieselbe wird 
von der Geraden (7) reell geschnitten. Die beiden Kreise ¥! und 
JT' liaben demgemäss gleichfalls einen reellen Durchschnitt und 
ihre Chordale fallt in die Richtung der gemeinschaftlichen Sehne 
hinein. Wenn c an der Grenze des Intervalles angelangt und 
demzufolge c ~ r" — r' ist, so fallen wiederum die drei Puncte 
^, n'^ n' in einen zusammen: die beiden Kreise ¥! und K** geben 
eine Berührung von Innen ein und die Chordale fällt in die Rich- 
tung der gemeinschafUicben Tangente. J 

Wenn c endlich kleiner als r" — r' ausfallt, so ist 
r^* — t>r^ und t^r^<,T** 
und hieraus zieht man die Ungleichheiten: 

'-^ > 2^ "°^ 2c <-^- 

Demzufolge ist wtg beständig negativ und liegt jenseits der beiden 
Puncte n' und n", in denen die Kreise K! und JT' einander am 
nächsten sind, auf der Seite der negativen x. Die beiden Kreise 
liegen dann so , dass der grössere JT' den kleineren JT umschliesst, 
und haben einen Durchschnitt, der aus zwei conjugirten imaginä- 
ren Puncten besteht: die Chordale liegt ausserhalb beider Kreise 
und zwar nadi der Seite zu, auf welcher sich die Peripherien der- 
selben am nächsten kommen, derartig dass sie sich um so mehr 
von beiden entfernt, je kleiner die Centrale wird. 

Wenn 6 = wird, d.h. die beiden Kreise concentrisch 
sind, 80 folgt wtq = — oo: die Chordale muss daher als in un- 
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endlicher Eotfernung befindlich betrachtet werden, wenn überhaupt 
noch von einer solchen die Rede sein kann. Nämlich da m' und 
w!* in einen Punct zusammenfallen so kann die Centrale oder die 
Abscissenaxe jede durch diesen Punct gelegte Gerade sein, und 
ebenso gleichgültig ist die Bestimmung der Seite , auf welcher sich 
die positi?en oder negativen x befinden. Wegen dieser Willkür- 
licbkeit des Axeusystemes kommt in die Gleichung (7) eine ge- 
wisse Vieldeutigkeit hinein und der Begriff einer bestimmten 
Richtung, welchen die Chordale haben könnte, fallt in sich zu- 
sammen: ohne bestimmte Richtung aber ist jede, sei es auch un- 
endlich weit entfernte, Gerade etwas geometrisch durchaus Sinn- 
loses. Gleichwohl kann in gewissen Fällen von einer auf zwei 
concentrische Kreise bezüglichen Chordallinie gesprochen werden. 
Alsdann muss aber ihre Concentricität wesentlich den Charakter 
eines Grenzfalles haben und zu Folge der Natur der Untersuchung 
eine ganz bestimmte Richtung, in welcher die Centrale zu nehmen 
ist, sich herausstellen und ebenso auch der Unterschied der bei- 
den Bewegungen von m' nach mf* und von m" nach m* hin. In 
diesem Sinne kann mau dann auch von zwei unendlich weit ent- 
fernten imaginären Durchschnittspuncten der beiden Kreislinien K' 
und K*' sprechen und so die Allgemeinheit des Satzes, dass jede 
zwei Kreise sich in zwei Puncten durchschneiden, vermöge einer 
Grenzbetrachtung retten. 

Im Allgemeinen ist es leicht zu folgern, dass die Chordale 
näher beim Mittelpuncte des kleineren als beim Mittelpuncte des 
grösseren Kreises liegt, dagegen kommt sie der grösseren Kreis- 
linie naher als der kleineren. 

3. Es hält nicht schwer, durch Grenzbetrachtuugen den Be- 
griff der Chordale zwischen einen Punct und einen 
Kreis sich geometrisch festzustellen. Man hat zu dem Zwecke 
nur nöthig den Radius r^' des einen Kreises sich al; eine endliche 
Constante und den Radius r' des anderen Kreises sich als eine 
unbegrenzt abnehmende Grosse zu denken. Die Grenzlage der 
Chordale, welcher man auf diese Weise sich ohne Ende nähert, 
ist alsdann die Chordale zwischen dem Puncte (6^ a')« auf wel- 
eben die Kreislinie K' sich reducirt, und dem zweiten Kreise K!'. 

Setzen wir, um die Lage der erwähnten Chordalen analy- 
tisch festzulegen, r' = 0, so komdit ihre allgemeine Gleichung 
(7) auf die spedelle Form 



und man erkennt sofort, dass je nachdem c=r" 3 
beiden Ungleichheiten sich Terifidren lassen 

— — oder ,1, gc— r" 



und 

NuD bezeichDcn e — r" und c -(- r" die Abscissen derjenigen bei- 
den Puncte, in welchen die Kreislinie K" die CenlrsUinie «'«" 
einschneidet, und zwar sei der erstere, weldier zunächst an w! 
liegt, gerade so wie vorher durch den Buchsub«n »" bezeichneL 
Demgemiss folgt, dass der Fusapunct g der Chordale, je nachdem 
der Punct m' entweder ausserhalb oder innerhalb des Kreises um 
m" liegt, entwedffl* auf der Strecke n'n" aeU^er liegt, wacher die 
kflnesle Entfernung des Punctes m' von der Kreislini« darstellt, 
oder auf der Verlängerung dieser Strecke über den Eadpunct n" 
hinaus. Im GrenzCalle liegt der Punct m' auf der Perit»herie des 
Kreises £" und die Chordale föüt mit der Kreislangeiite in die- 
sem Puncte zusammen. 

Lässt man auch noch r" sich annullren, so erhidl min die 
Chordale zwischen den beiden Puncten m' und m": 
dieselbe ist die Senkrechte auf der Verbindangslinie dieser Puncte 
in do-en Hitle und stellt demgeniss den Ort des ^ichett Ahsta»- 
des von den beiden Puncten m' und m" d^, ein« fitgcosckift, 
die sieb sogleich als der speoieUe Fall efaiM tiai AUgeneiDeren 
Theoremes darslcUt, wenn man die Absläads eine« Punctes der 
ChordalUnie von m' uad m" als Taagjrende d«r beideri Kraae an- 
mht, welche, bib m' and m" mit TcrSohwinddideni Badü» be- 
schri^n and. 

4. Um das in Rede stehende allgemeine Hieoi'eitf lU erbe- 
ten, bemerken wir, dass d;)s Coordinatensf stem , auf wddi'fis aidi 
Gleichung (fi) d^r Cliordale bezieht, dirrdiaus wifREflriicb ist 
die eine Bedingung, ein rfechthittklige» M sein. Also isi 
itthail Zum Anfangspunctc einen willkürlichen Punct derChor- 
' xa nehmen. Da dieselbe alsdann eine durch de« Anfangs- 
gelegte Gerade darstellt, so musA das cOtraiant« 6laA in 



tt gelegte Gerade dar 
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der b wttcbneten Gkicbung üdk aunnlUnin : also hat man zu Folge 
der Wahl des Anfangspünctes die Bedingungsgleichung : 

Nundröeken 6'^ 4* d^^ und b"+t^ re^ective die Quadrat^ derjefri«- 
gen LiDK^D aas, welche den gewähtteo Anfongsponcft mit den beiden 
Mittelpttneten rnf und m'' verbinden : also driekt der absolnt^Werili 
der Difflsrenz , welche auf jeder Seite der vorhergehenden Gleichang 
sieht, wenn der Anfangspunct ausserhalb beider Kreise liegt ^ das 
Quadrat der beaüghchen Tangente ans, weiche von. demseHlen 
nach jedem der beiden Ki*eise geht, und wenn dieser Anfangs^ 
punct innerhalb beider Kreise liegt, das Quadrat derselben Sehne, 
welche auf jeder der beiden Verbindungslinien zwischen demselben 
und den beiden Miitelpuncten mf und m'^ respective senkreeht 
steht Die Gleichheit beider Differenzen ergiebt also das Doppel - 
Theorem: 

Die Tangenten, wdeke von einem Miebigen Pimtte der Clftor- 
daUinie zweier Kreiee nwik dieeen Kreisen gehen, eind gleich 
grees. (Aus diesem Grunde heisst die Cbordalo auch die Linie 
der gleichen Tangenten). Wenn zwei Sehnen zweier Kreise 
sich gegenseitig in einem beliebigen Puncte der Chordattinie 
halbiren, so sind dieselben gleifh gross. 

Wenn von irgend einem Ptinete o aus nach einem wiUkürli- 
eben Kreise K eine Transversafe g^, welche ihn in de« beiden 
Puncten d' und d'' durchschneidet, so heissen od^ und od'^ die 
Segmente der Transversalen in Bezug auf die Kreisünie K und 
das Product dieser Segmente ist zu Folge eines Satzee in |» 17. 
unter 1. auf jeden Fall constant, in welcher Richtung immer die 
Transversale von a aus gezogen sein möge. Mithin kann man die 
beiden vorhergehenden Theoreme in das folgende zusammenfassen, 
welches viel allgemeiner ist: 

Wenn man w>n irgend einem Punete d^ Chordide zweitfr Kreiee 
nach jedem irgend weichen Transversalen ziehty so tsl da« Pri^ 
dua der Segmente auf jeder Transversalen eine constanteßröese. 
Wenn der PuncI ausserhalb beider Kreise liegt, so ist diese 
Constante gleich dem Quadrate jeder der vier gleichen Tangen- 
ten, welche von demselben aus nach beiden Kreisen gezogen 
werden können; wenn er innerhalb beider Kreise liegt, so ist 
sie gleich dem Quadrate der Hälfte von jeder der beiden glev- 
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eben Sehnen, welche durch denselben in beiden Kreisen mög- 
lich sind. 

Unter der Potenz eines Punctes in Bezug auf einen Kreis 
versteht man bekanntlich das Product der beiden Segmente, wel- 
che auf irgend einer von dem Puncte aus gezogenen Transversa- 
len durch die Kreislinie abgeschnitten werden. Zu Folge des vor- 
stehenden Satzes erhellt, dass jeder Punct der Chordallinie zweier 
Kreise dieselbe Potenz hat in Bezug auf den einen , wie den ande- 
ren Kreis. Daher heisst die Chordale nicht unpassend die Linie 
der gleichen Potenzen. 

Lässt man den einen Kreis in einen Punct übergehe da- 
durch, dass man den Radius sidi als unbegrenzt abnehmend denkt, 
so folgt sogleich noch das speciellere Theorem: 

Wenn man von irgend einem Puncte der ChordaUinie »wi- 
schen einen festen Punct und einen festen Kreis nach letzterem 
irgend welche Transversale xieht, so ist das Product der Seg- 
mente auf jeder Transverstüe eine constante Grösse: nämlich 
gleich dem Quadrate des Abstandes, in welchem sich der auf 
der Chordallinie angenommene Punct von dem festen Puncte 
befindet. 

Hieraus folgt weiter der Satz: 

Zieht man von irgend einem Puncte der "ChordaU zwischen 
einen gegebenen Punct und einen gegebenen Kreis eine Tan- 
gente an letzteren, so ist dieselbe gleich der Entfernung des auf 
der Chordale beliebig angenommenen Punctes von dem gegebe- 

• 

nen Puncte. 

Hieraus ergiebt sich, dass, wenn der gegebene Punct 
ausserhalb des Kreises liegt, die zugehörige Ghor- 
dale die beiden unter einander gleichen Tangenten 
halbirt, welche von dem gegebenen Puncte aus nach dem gege- 
benen Kreise gehen und dies ist offenbar auch nur ein specieller 
Fall des folgenden allgemeineren Theoremes, welches unmittelbar 
aus dem in dieser Nummer voranstehenden Satze hervorgeht: 

Die Chordale zweier Kreise halbirt die gemein- 
schaftlichen Tangenten derselben, wenn überhaupt 
deren existiren. 

d. Es seien m\ m", m'^' die Mittelpuncte dreier beliebiger 
Kreise und der Kürze halber 



IT"' = (y— »'")* + («— 0*-r"'» 
fttetii: «itduHi sindl die Gleichuiigen dieser drei Kreise respeciite 

(9) JT' ==0, JT*' =a e, Jf'" « 
«nd die Gleichungen der Ch«rdalen zwischen dem erstell «uid 
iweiten, dem zweiten und dritten, dem dritten und ersten haben 
re^ctive folgende Form: 

(10) K^'—K' :^ 0, if'"~ir" « 0, JT' — IT"' ti^ a 
iddiren wir die zweite dieser Gfeiehungen zu der ersten und mtd- 
üplidren die resnlttrende Gleichung mit Minus « so kotumt die 
dritte GliHchang: also mftssen sich die drei Ghoürdalen in eidem 
mid zwar nothwendig reellen Puncte schneiden. IKeser V¥Xmi soll 
der Chordalpanct der drei Kreise M\ K", K*" heisSen. 
FAr die Goordinatenwerthe desselben gelten sowohl die drei GM- 
changen (9), wie die drei Gleichungen (10). Also folgt das 
Theerem: 

Wenn man drei gegebene Kreise zu je zwei camhinirt und 
SU /tfer Cofliithartoii dta zngeMrige ChoriaU edtistruirt, $o 
MdneuUn steh die drei auf dieee Weise entstehenden Ciordakn 
tk einim fVotole, dem Ckerdalfuncte der drei Kreise. 

Dies Theoi*em giebt zugleich das einfachste JKUttel zur Con- 
struction der Chordale zu zwei gegebenen Kreisen K* und K*\ 
«lie sich imaginär durchschneiden, üan construire einen beliebigen 
dritten Kreis, der die beiden ersten reell durchschneidet und Ter- 
Magere die beidai diesem Dlirchsehnitte entsprechenden Sehnen 
bis zu ihrem VereinigungspUacle. Dieser Pund iöt der Chordal* 
pimct der drei Kreise und das Perpendikel, welches von ihm aus 
•af die Centt'aUinie mV der beiden gegebenen Kreise gelallt wird, 
bestimmt die Richtung der zugehörigen Cfaordale. 

Der Begriff des Gholrdalpunctes kann ohne Weiteres auf den 
Fall ausgedehnt werden , wenti ein oder mehrere der drei Kreise 
(9) sich auf ihre MittelpuncAe redudpen. Tritt dieses bcd allen 
dreien ein, so ergiebt fidch das bekannte elementare Theorem: Die 
^n IVpirnddrel, wdche muf den drei Stiien eines Dreieckes wi 
deren Mitten errichtet werden, schneiden sich in einem Puncte. 
Gehen dagegen tonr twei der Kreiciinien in Puncte Ober, so kann 
man den so entstehteden Chordalpanct zur Construction der Chor- 
^ fuösehiNi PiiQcl und Kreis verwenden. 

Sdmsn, U 15 
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Offenbar ist in dem Falle, wenn der Punct ausserhalb des 
gegebenen Kreises liegt ^ die Chordale zwischen beiden diejenige 
Gerade, welche die Mitten der beiden von dem Puncte aus an 
den Kreis gelegten Tangenten Teri)indet. Liegt dagegen der ge- 
gebene Punct, den wir mit wl* bezeichnen, innerhalb des gegebe- 
nen Kreises, dessen Mittelpunct m* sein möge, so nehme man 
sich einen beliebigen dritten Punct W an, der ausserhalb der 
Fläche des Kreises K^ sich befindet. Man construire sich nun in 
bekannter Weise die Chordale zwischen m'^' und K*, sowie auch 
die Chordale zwischen den beiden Puncten m!* und wl*^ (d.h. die 
Senkrechte auf der Verbindungslinie in deren Mitte) und be- 
stimme *den Durchschnittspunct beider Chordalen. Derselbe stdlt 
den Chordalpunct zwischen den Kreis K* und den beiden Puncten 
m** und W dar und die gesuchte Chordale fallt demgemäss in 
die Richtung der von diesem Puncte aus auf die wlwf* gefällten 
Senkrechten. 

Eine noch einfachere Construction beruht auf den beiden 
Lehrsätzen : 

Zvoei zugeordnete FoU hohen mit dem Kreise^ in Bezug o»f 
welchen sie einander zugeordnet sind, eine gemeinsehafiUAt 
Chordale und umgekehrt, wenn zwei Puncte mit einer Kreis- 
Knie dieseUfe Chordale bilden, so sind sie in Bezug auf diese 
Kreislinie zugeordnete Pole. 

In der That nehmen wir den Diameter, welcher die beiden 
Puncte m" unp fi^' enthält, zur Absdssenaze und den Mittelpunct 
des Kreises K^ zum Anfange rechtwinkliger Coordinaten. Als- 
dann ist die Gleichung des Kreises K' 

y^ + x^ = r'» 
und , wenn a/' und ^'' die Abscissen der Puncte m^' und fi'' be- 
zeichnen und jeder derselben als Nullkreis aufgefasst wird, so ist 
der Punct m'' ausgedrückt durch die Gleichung 

y^ + ix—(&')^ = 
und der Punct fi'* durch die Gleichung 

y2 + (a?— r)2 = 0. 

Demgemäss ist die Gleichung der Chordale zwischen K^ und m"i 

2a?"a? — (r'2 + a;"») == 

und die Gleichung der Chordale zwischen K' und fi'^: 

2^"a?— (r'2 + f"«) = 0. 
Dafür nun, dass die beiden letzten Gleichungen mit einander klen- 
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tisch seien, ist die nothwendige und hinreichende Bedingangs- 
gleichung 

a?" ^ r* 

welche identisch ist mit der folgenden 

(r'2_$'V0(l"— a?") = 
oder vielmehr, da (sofern m" und ^** verschiedene Puncte sind) 
%** — oi* nicht gleich Null sein kann, mit der noch einfacheren: 

r'*— T'a?" = 0. 
Nun drückt diese Gleichung aus, dass die beiden Puncte m** und 
/t'' zugeordnete Pole in Bezug auf den Kreis K* darstellen : also 
sind, wie unser Doppeltheorem aussagt, die beiden Eigenschaften 
der Puncte m" und ii**^ eine und dieselbe Chordale mit K* zu bil- 
den und zugeordnete Pole in Bezug auf diesen Kreis zu sein, ge- 
genseitig durch einander bedingt. 

Wenn also m" innerhalb des Kreises K* liegt und die Chor- 
dale zwischen K* und m'^ construirt werden soll, so ziehe man 
nim"^ errichte auf mW in ni* ein Perpendikel, welches die Kreis- 
linie in den Puncten a und h durchschneiden möge, und lege in 
a und h an den Kreis zwei Tangenten, die sich in ii** begegnen. 
Dies Torausgesetzt ist die Gerade, welche die Mitten der Berüh- 
rungslinien aft'' und h^i** mit einander verbindet, die Chordale, 
welche der Kreis K* einerseits mit m** und andererseits mit /u'' 
bildet. 

Wir schliessen folgende Theoreme an, die unmittelbar aus 
den vorangestellten Principien folgen: 

Dte TangenteUj welche von dem Chordalpuncte dreier Kreise, 
im FaUe derselbe ausserhalb liegt, an diese Kreise gezogen wer- 
den y sind einander gleich. 

Wenn man durch den Durchschnitt der gemeinschaftlichen 
Sehnen dreier sich reell durchschneidenden Kreise in jeden die- 
ser Kreise eine neue Chorde legt, die auf dem durch diesen 
Durchschnittspunct gelegten Radius senkrecht steht , so sind die 
so bestimmten Chorden einander gleich. 

6. Wir betrachten eine Reihe von solchen Kreisen, die eine 
gemeinschaftliche Chordale haben, welche wir der Einfachheit hal- 
ber zur Ordinatenaxe nehmen. Die Mittelpuncte derselben in ihrer 
Gesammtheit bilden eine auf dieser Axe senkrechte Gerade , welche 
zur Absdssenaxe gewählt werden möge. Es seien k und k* zwei 

15* 



derartige Specialkreise, r und r' beziehungsweise ihre Radiea, m 
und in* ihre Hittelpuncte, a und a* ihre HittelpunctsabsÄfiifteB. 
Alsdann ist die Gleichung des ersten Kruses 

und die Gleichung des zweiten Kreises 

Folgeweise wird die Chordale beider ausgedrückt durch die Glei- 
chung 2{a! —a)x— (jaf^ — a^) + r^^—r^ = 
und dafür, dass dieselbe mit der Ordinatenaxe zusammenfalle, ist 
die nothwendige und zureichende Bedingungsgleichuug 

(11) gg — r ^ = a'^~r'\ 
woher (12) r = Vö* + r'* — a'». 

Vermöge dieser Relation wird die Gleichung des Kreises k 

(*) y* + (a;-a)2 — r2 « y» + aj*— 2aa? + a'2— r'* = 
und es handelt sich darum, wie derselbe zu construiren sei, wenn 
sein Mittdpunct und der andere Kreis V in der Ebene der Lage 
nach gegeben sind. 

Wenn die Axe der y den Kreis ür' reell einschneidet, d.b. 
wenn qI<^t* und folgeweise auch a<^T ist, so ist diese Con- 
struction äusserst einfach: denn der Kreis k ist alsdann beetimot 
durch seinen Mittelpunct m und einen speciellen Punct seiner Pe- 
ripherie, welcher als mit einem der beiden durch den Kreis Jr' 
auf der Ordinatenaxe bestimmten Durcbschnittspuncte zusaramen- 
fallend betrachtet werden kann. 

Etwas schwieriger gestaltet sich die Sache, wenn der Kreis 
V die Ordinatenaxe imaginär einschneidet, d.h. wenn ci^r* und 
folgeweise auch a^r ist. Wir werden in dem Nachfolgenden vor- 
zugsweise diesen Fall ins Auge lassen und basiren die Constnic- 
tion des Kreises k alsdann auf den Umstand > dass die von dem 
Anfangspuncte o aus nach den Kreisen k und V gehende (reel- 
len) tjangenten einander gleich sein müssen« Demgemäsa be- 
schreibe man über der Mittelpunctsabsdsse Qm ^^ n als Hypote- 
nuse ein recMwinkliges Dreieck, dessen durch o gehende Kathete 
so gross ist , wie eine der beiden von o aus «ach dem Kreise i 
mfiglidien Tangenten: die durch den Punct m gehende Kathete 
stellt alsdann den Radius r des k dar. 

Da im Allgemeinen jedem bestimmten Werthe von o ein 
vermöge der Gleichung (12) bestimmter Werth von r entq[>ridit, 
so gtekt es unendlich viel Kreise Jt, welche sämmtUcfa mit dem 



{mebcDen Kraise V die Ordinatenaxe als Chordale haben; aber 
ra gleicher Zeit erhell! , dass diese Kreise entwedw imaginär oder 
gleich NoU oder reell ausfallen, je nachdem entweder die 'Unglei- 
chung a* < a'* — r^, 
oder die Gleichung «* =s 0f^^r^\ 
oder die Cngleidiung «' > a'* — r'* 
erfoUt wird. 

In dem Grenz&lie folgt 

a «= +Va'2— r'» 
lad irir bekommen iwei Kreislinien, die sich auf ihre Mittelpunele 
ndnpiren, und diese Miltelpuncte liegen zu beiden Seiten des Ap- 
hiigtpunetes in gleicher Distanz von demselben, derartig dass ihre 
Abfcissen, abgesdien Tom Voneichen, gleich der Tangente vom 
Aifaigspniicte o nach einem der Kreise V oder Jr sind. Sie mA- 
gta durch ^und^' bezeichnet werden und könnten etwa Grenz- 
puncte heissen. Zwischen ihnen ist kein Punct der Abscissen- 
aze, welcher 4er HiUelpunct eines reellen Kreises von der Yor- 
iangten Art werden könnte: dagegen beiderseits über diaaelben 
hiiiaus entspricht jedem Puncte «i , der in der Richtuqg ¥^ ^g*' 
hineinfaUti eine reelle Radiuslänge r von der Art, dass der Kreis 
t wit depi i^reise k* die Axe der y als Chordale besitzt, und 
zwar entsprechen solchen Puncten m, die zu beiden Seiten des 
iUifangspunctes in gleichem Abstände von demselben liegen, gleich 
grpsse Kreise. Es ist leicht dieselben Folgerungen auf rein geo- 
metriscbenn Wege zu ziehen, 

Dep)ien wir uns irgend einen speciellen Punct (i der gemein- 
schaftlichen Chordale und von ihm aus nach dem Kreise k eine 
Tangente gezogen, deren Berührungspunct p sein möge, nehmen 
wir femer die Tangentenlänge (if gleich r in den Zirkel und 
schlagen damit um /u als Mittelpunct einen Kreis, den wir kurz- 
weg mit If bezeicbaen : alsdann ist der Radius mp des Kreises k 
eine Tangente an den Kreis x , weil umgekehrt der Radius /up 
de^ Knsises n nach Construotion den Kreis k tangirt, also f^ 
saakvedit auf mp steht. Die beiden Kreise k und x schneiden 
sick also derartig in dem Puncte p, dass die diesem Schnittpuncte 
(aiid, wie man leicht einsieht, auch die dem anderen Schnittpuncte) 
«üspreebenden Tangenten einen rechten Winkel mit einander ei^« 
aph](ifSeo. Von solchen fwei IHLreiseii sagt man, dass sie sicih 
rechtwinklig durchschneiden und nennt sie orthogonale Jir^^l^?« 
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Bemerkt man nun, dass zu Folge der Eigenschaft der Chordale, 
die Linie der gleichen Tangenten zu sein, die Tangentenlänge op in- 
variabel bleibt, wenn man den Mittelpunct m alle statthaften La- 
gen nach und nach einnehmen lässt und den zugehörigen Radius 
des Kreises k vermöge der Relation (12) sich bestimmt: so ist 
ersichtlich , dass der mit fip um fi geschlagene Kreis alle die un- 
endlich vielen Kreise, welche die Ordinatenaxe zur gemeinschaftli- 
chen Chordale haben, rechtwinklig durchschneidet. Er wird dem- 
gemäss auch die beiden sich annullirenden Kreise um g' und </' 
rechtwinklig durchschneiden, d. h. er wird durch die beiden Grenz- 
puncte g* und g'^ hindurchgehen. Ganz dasselbe gilt von jedem 
anderen Kreise 7c\ der um irgend einen anderen Punct fi' der Or- 
dinatenaxe mit der auf irgend einen Kreis k bezüglichen Tangen- 
lenlänge geschlagen wird. Folglich bekommen wir unendlich viele 
Kreise x, deren Mittelpuncte alle auf der den Kreisen k gemein 
schaitlichen Chordale liegen, welche diese letzteren rechtwinklig 
durchschneiden und die gemeinschafth'che Sehne gg* besitzen, und 
es erhellt überhaupt das Theorem: 

Wenn ein System von Kreisen gegeben ist, die eine gemtin- 
schaftliche ideale Secante (Chordale) haben, so existirt imm^ 
ein zweites System von Kreisen, deren Mittelpuncte auf dieser 
Secante liegen und welche die Centrale des ersten Systemes «wr 
reellen Secante (Chordale) haben. Die Kreise des zweiten Sy- 
stemes sind orthogonal zu den Kreisen des ersten Systemes utd 
gehen durch zwei feste Puncte (g* und g"), welche in Bezug auj 
jeden Kreis des ersten Systemes zugeordnete Pole sind. 

Der letzte Theil dieses Theoremes folgt unmittelbar aus dem 
Umstände, dass die Puncte g^ und g^' mit jedem Kreise k die Axe 
der y zur gemeinschafllicheu Chordale haben. 

Sollte das System der Kreise k eine reelle gemeinschaftliche 
Secante haben, so gilt noch immer dasselbe System: nur werden 
die beiden Puncte g^ und g^\ in welchen sich die Kreise x durch- 
schneiden, imaginär und diese letzteren Kreise haben daher eine 
ideale gemeinschaftliche Secante. Dagegen existiren auf der Axe der 
y alsdann zwei reelle Grenzpuncte / und y" , in denen die Kreise 
ftzum reellen Durchschnitt kommen, und diese Puncte sind in Be- 
zug auf jeden Kreis x zugeordnete Pole (reciproke Puncte) zo 
einander. 
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Unmittelbar aus der Torstehenden Entwickelung fliesst das 
Doppeltheorem: 

Wenn ein Kreis durch irgend zwei Puncte geht, die in Be- 
ziehung auf einen anderen Kreis zugeordnete Pole sind, so 
schneiden sich die beiden Kreise unter rechten Winkeln und 
umgekehrt, wenn zwei Orthogonalkreise gegeben sind, so be- 
stimmt jeder Durchmesser des einen auf der Peripherie des an- 
deren zwei Puncte, welche in Bezug auf den erstßn zugeordnete 
Pole sind^ 

In der That, es sei x ein Kreis, welcher durch die beiden 
gegebenen Puncte g' und g'* hindurchgeht und g'y g** zugeordnete 
Pole in Bezug auf den gleichfalls gegebenen Kreis ür. Alsdann 
enthält (auch in dem Falle selber, wenn die Puncte g* und g*' 
imaginär ausfallen sollten) die auf g'g** in der Mitte Senkrechte 
den Mittelpunct ju des Kreises x und stellt zugleich die Chordale 
dar, welche dem Kreise k mit den Puncten g*y g** gemeinschaft- 
lich zukommt. Demgemäss ist die Tangente (Äf, welche von dem 
Mittelpuncte (i nach dem Kreise k geht^ so gross wie (Äg* oder (ig**: 
folglich ist der BerQhrungspunct p ein Punct auf der Peripherie 
von X und die beiden Kreise x und k haben bei f einen recht- 
winkligen Durchschnitt. 

Umgekehrt sei mg'g" ein beliebigen Durchmesser des Kreises 
k und g', g" die Durchschnittspuncte , welcher dieser Durchmesser 
auf einem Orthogonalkreise x zu Ar bestimmt. Alsdann, indem p 
wieder einen Durchschnittspunct der Kreise x und k bezeichnet, 
ist, weil dieselben orthogonal sind, fip eine Tangente an den 
Kreis k und aus der Gleichheit 

fxp = (ig' == fig*' 

folgt demgemäss , dass fi ein specieller Punct der Chordale sowohl 
zwischen ür und ^, wie auch zwischen Jr und g** ist. Also bilden 
die Puncte g' und g** mit der Kreislinie k eine und dieselbe Chor- 
dale; folglich sind sie zugeordnete Pole. 

Da zwei zugeordnete Pole g* und g** in Bezug auf einen ge- 
gebenen Kreis k den Durchmesser, auf welchem sie liegen, har- 
monisch theilen, so ergiebt sich unmittelbar noch dieses Theorem : 
Jede Transversale, die durch den Mittelpunct irgend eines mn 
zwei Orthogonalkreisen gelegt ist, wird durch diese beiden Kreise 
harmonisch getheilt. 

Es ist leicht» yon irgend zwei Orthogonalkreisen x und k aus* 
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gehend die Figur onseres Haupttheoretnes zu erhalten. Sn dem 
Zweclie hat man nur nöthig sich über mfi ein rechtwinkliges Drei- 
eck möiLi zu consU*üiren, dessen Spitze o sein möge: akdann wird 
nothwendig einer von den beiden gegebenen Krdsen beide (wenn 
nöthig verlängerle) Katheten mo und fio reell durchschneiden, der 
andere dagegen nur die eine reell, die andere imaginär. Letzte- 
rer Ereis werde mit k bezeichnet und die Axe der x in die Rieh* 
tung der mo, die Axe der y in die Richtung der fto gelegt. Dies 
yorausgesetzt, wenn g' und g" die Schnittpuncte von % mit der 
Abscissenaxe bezeichnen und alle Kreise construirt werden, welche 
mit X die Absdssenaxe und mit k die Ordinatenaxe zur gem^- 
schaftlichen Chordale besitzen, ist die verlangte Figur hergesitellt 
Nehmen wir endlich einen der Lage nach durchans beliebi- 
Hen Punct (j], |) an, so sind dessen Polaren in Bezug auf die 
Kreislinie k' und &, indem y, x fürs erste laufende CoonKttatea 
bezeichnen^ beziehungsweise ausgedrückt durch die Gieidliiagen 

und riy+(M—a)(x—a) = r*. 

Denket wir uns beide Gleichungen zusammenbestebend , d. h. ver- 
stehen wir unter y, x die speciellen Coordinaten des Durchschnitts- 
puncte^, welchen beide Polaren ipit einander bi{den, so kanB 
n(ian dieselben durch Subtraction mit einander verbinden un4 er- 
hält nach einigen Reductionen 

(a? + |)(a--a') ^ r'^— a'* — (r^ ^a*) 
oder, da die Axe der y die diordale der Kf^if« i^' und k dar- 
stellt, und mithin die rechte Seite d^ \f\lKm Gkic^mig j^f ide^i- 
tische Weise in Null übergebt 

Dem^emäss werden die Coordinaten des Durchschnittepunetes der 
beiden in Rede stehenden Polaren 

(13) a? «= — f und y = ^. ^^ , 

d. h. derselbe liegt auf einer Parallelen zur Axe YY\ wdche f^a 
dieser in dem Abstände — ^ gezogen ist, und bleibt unveränder- 
lich, wie immer auch die Grössen a und r variiren. Da nun dar 
Variation dieser Grössen die unendliche Menge derjenigen Krdiie 
entspricht, welche mit dem Specialkreise Ar' die Ordinatenaxe sar 
Chordale haben, so #elgt das Theai*em! . 



Art Mhtcn 9iM8 bditbig&m fmm Amtfet m Berngf mtf 
Knfse g€n$mmm, die $me §9m9iti$ckBftlkh$ CkotdäU hck^ 
gehen dureh eium gUkkfUb feeiem Aifict. Beide fmteß Pun$te 
Uegen mi vereckiedeum Seiten der Chordale in gleiehem Äh-- 
Stande von dereelhen. 

Da die GleiohuiigeH (13) unverindert bestehen, wen» man 
SU und I, y und fj mit einander TertauecU, bo folgt, dasa unige-' 
kehrt die auf den feeton Punct (y, x) bezüglichen Polaren sieh in 
iem festen Punete (i;, $) vereinigen. Die Beiiehung der 
beiden festen Paucte ist also reciprok. 

7. Wir bemerken schliesslich, dass die Chordale swi-* 
«dien einen Kreis and einer Geraden offenbar die 
Gerade selber ist. Was die Eigenschaft der Chordale anlangt, 
die Linie der gleichen Tangenten lu sein, so yeriücirt sie sich f9» 
irgend einen speciellen Punct der Geraden, indem man von dem^ 
selben aus nach briden Seiten Stneke abschneidet, die den be* 
zügliehen beiden gleichen Kreistangenten an Grösse gleich kom^ 
men, und die Endponcte dieser Studie als die Berührungspuaete 
der beiden su dem Ausgangspunete gehirigen Tangenten ansieht. 

Was die Chordale zwischen zwei Geraden l und V anlangt, 
welche uns durch die Gleichungen 

by 4- ax—ab E ^ + — — 1 = 0(0 

a 
gegeben sind, so kann man diese Gleichungen, ind«m c eine un- 
begrenzt abnehmende Grösse bezeichnet, offenbar id«alifitiren mit 
den beiden Gleichungen 

(y»+a?«)c— 2(6y + a» — a6) = 
und (y» + a?*)c~2(6'y+«'« — a'*0 « 0, 

velcbe Kreise mit unendlich weit entfernten Hitteipuneten und 
unendlich grossen Radien ausdrücken. Multipliciren wir die letzte 
niit einem mibestimmten Factor — fA yon endlicher Grösee und 
verbind^ die resnltirende Gieichung mit der torhergehenden dmnoh 
Addition , so folgt 

by + ax*-ab = f^(b*y + a'x — o'60 
und da die Glieder der zweiten Dimension aus dieser Gleichung 
verschwunden sisid [wegen AnnuUa^ten der Grösse (y^+»'Mfir<^cyi)], 
so iteUA diflMllm dieChpüdak unserer bnidnn uniMidliAett itiit den 
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gehend die Figur onseres Haupttheoremes zu erliaH|^ 
Zwecke hat man nor nölbig sich aber m/i ein recj^ 9 
edi fMii zu constrüiren, dessen Spitze o sein i^^ \ 
nothwendig einer Ton den beiden gegebenen W^^ ^.^ \ 
ndthlg Teriängerle) Katheten mo und iio re^ %§•«.%• 
andere dagegen nur die eine reell , die af^ ^^ ^ % v 
rer Kreis werde mit k bezeichnet und df -^ % "S^ 
tong der mo, die Axe der y in die R^f ^ ^-^ 
vorausgesetzt, wenn ^ und j" die ^^ - * •* 

Abscissenaxe bezeichnen und alle fC ' 
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mit X die Absdssenaxe und mit > 
schaftlichen Chordale besitzen , y jl. ^ 
Nehmen wir endlich emi* I -^ ^ 
gen Punct (jj, |) an , so vi \.%^ 
Kreislinie ü:" und it, fader/ f S ^ 
bezeichnen y beziehnngsw« ' 

und 

DenkeKi wir uns ] 
stehen wir unter 
pnncte», welch^'i 
man dieselben ^ \ 
halt nach ein' ^ 

und Aehnlichkeitsaxen. 

odkVy da 
j^ij -«g« Kreise K und JP seien gegeben durch 

^''*'' (1) (y-6)» + (a;-a)*= r* 

(2) (3r-60* + (a?— «0* = r'*. 
^ bezeichnen femer die Coordinaten der Endpuncte zweier par- 
j^en Radien in beiden Kreisen dordi ^^ x' und ^^ a/^ nnd 
^ Winkel , den ihre Richtungen mit der Axe der x einschliessen, 
durch q>: alsdann hat man für die Projectionen der in Rede 
stehenden Radien gemäss den Formeln (11) und (12) in §. 4. die 
Ausdrücke: 

/gx ly — b =:rsin9^, a/ — a ^rco8q> 
^ ly'— 6' = r'siny, x"—a' = r'cosy 
und zwar sind in diesenFormeln r und r' als an und fir sich posi- 
tiye oder negative Längen zu betrachten, je nachdem ihre End- 
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puncte respecUye auf der positiven oder auf der negativen Seite 
der Centrallinie sich befinden. Die Gerade, welche die Endpuncte 
(ff\ a^ und (y*\ a/^ mit einander verbindet, hat hiernach die 
Gieidiung : 



(4) 



^ ^ (r — r)cosy + a — ot ^ 

und nm ihren Durchschnitt mit der Centrallinie zu bestimmen, 
denken wir uns ihre Gleichung als gleichzeitig bestehend mit der 
Gleichung dieser letzteren, nämlich 

(5) y— 6 = ~^/(a?— ö). 

Aus den beiden Gleichungen (4) und (5) ergiebt sich nach einigen 
Rechnungen 

{a — a'^T ^ (6 — 60r 

woher 

Diese Formeln zeigen die Unabhängigkeit des in Rede stehenden 
Durchschnittspuuctes von der Grösse ff\ alle Verbindungslinien der 
bezeichneten Art schneiden sich demgemäss auf der Centrallinie in 
einem festen Puncte. Aber es ist wohl zu bemerken, dass die 
Radien r und r' in den Formeln (6) als algebraische Längen auf- 
treten. Sie sind daher derartig umzuformen, dass dieselben, wie 
es in der Theorie des Kreises meistentheils zu geschehen pflegt, 
als absolute Grössen genommen werden können. Wenn die bei- 
den Puncte (y', o?') und (y", ac") auf einerlei Seite der Centrale 
liegen, so sind r und r' beide entweder positiv oder negativ: in 
beiden Fällen kann man, indem r und r' als absolute Längenzah- 
len betrachtet werden, die Formeln (6) als gültig ansehen ohne 
jedwede Veränderung ihrer Form. Wenn dagegen die Puncte 
(y, a?0 und (y", a;") auf verschiedenen Seiten der Centrallinie lie- 
gen, so haben r und r' entgegengesetzte Zeichen und, wofern 
r und r' absolute Längenzahlen bezeichnen sollen, muss man in 
den Formeln (6) und (7) — r* an Stelle von r' substituiren : die- 
selben gehen dadurch über in 

^wv aW-Var* b'r+hr' . ^ 

r +r T-vT 
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Als« die Vevbindvngslliiien 4er EnApuBete all«? 
paralielen Radien sehneiden sieh, je nachdem sie auf 
einerlei «der auf entgegengesetzten ß.eiten der Cen-^ 
trallinie liegen, in dem festen Puncte s, den ihn§t 
den äusserem Aehnlichkeitspunet der beiden Kreide 
K und K! nennt, dessen Coordinaten durch die Gleichungen (6) 
ÜNre Bestimmung erhallen, oder in dem festen Puaete ir^ 
welcher der innere Aebniichheitspunot der beiden 
Kreise K und K' heisst, dessen CoorcKoalen durch die Glei* 
chungen (7) ihre Bestimmung erlifilten. Plücker nennt die beiden 
in Rede stehenden Puncte Symmetralpuncte und unterscheidet 
gleichfalls einen äussereip ui^d ein^n inner^i) Syipmetralpunct der 
Kreise K und K!. 

Man nennt im Allgemeinen Aehnlicb^eitspunct zweier 
Linien einen solchen Punct, der in Beziehung auf jede von 
ihnen auf einerlei Art liegt. Auf Grund dieser allgemeinen Defi- 
nition leuchtet die Angeinessenheit d^r oben gewählten Benennung 
von selbst ein. Denkeu wir uns in dem Kreise K der Reihe nach 
alle nur möglieben Radien gebogen und dem entsprechend in dem 
Kreise K* alle diese respectiven parallelen Radien, welche gleidi- 
falls zusamn^en alle nur möglichen Radien des Kreises K' aus- 
iQacben: alsdßnn verhalten sich aus geometrischen Gründen die 
Entfernungen jedes Aehnliphkeitspynctes von je zwei gleichliegen- 
. den Puncten auf beiden Peripherien, wie die Radien der beiden 
Kreise: sie haben demgemäss ein constantes von ihrer Ispeciellen 
Lage unabhängiges Yerhältnißs. Als gleichliegende Puncte werden 
ip Bezug auf den äusseren oder jinne^en Aehnlicbkeitspunct solche 
Endpuncte je zweier paralleler Radieq vorausgesetzt, welche respec- 
tive auf derselben oder auf verschiedenen Seiten der Centrallinie 
liegen, und je nachdem das (line oder das Andere statt findet, 
haben beide Kreise eine direct ähnliche oder eine invers ähnliche 
Lage. Nämlich gepiäss dem Sprachgebrauche der Elemente beissea 
zwei ähnliche Pplygpne ähnlich liegend, wenn die Schenkel je 
zweier homologer Winkel parallel sind, und man unterscheidet 
bi^bei ejne direct oder invers ähnliche Lage, je nachdem die 
Schenkel zweier homologer Winkel, indeni n^an sie von den re- 
spectiven Scheitelpuncten aus durchlaufen denkt, in einerlei oder 
in entgegei^[e(3elztem Sinne . durchlaufen werden. Kßg nun das 
Eine o^er das Andere statt haben, in jedem Falle schneiden sich 
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die Verbindungslinien je zweier hoknologen Puncte in einem und 
demselben festen Puncte, dem Aehniichkeitspuncte der 
beiden Polygone. Die gtenamtten BegHffe lussen sich alk so- 
gleich «Bf zwei Kreise K und K! übertragen, wenn man dieselbe 
als regelmässige Polygone von unendlich irielen und unendlich klei* 
Den Seiten ansieht und hierbei die Seitenzahl gleich, sowie die 
Richtungen je eines Paares entsprechender Seiten parallel an- 
oimnt« Die Kreise K und K! stellen sich alsdann als ähnliche 
und ähnlich liegende Figuren dar und je nachdem der Umfang der 
baden genannten mit ihnen identischen Polygone in demselben 
oder in entgegengesetztem Sinne durchlaufen wird, ist ihre ähn- 
liche Lage direct oder invers. Der äussere Aehnliobkeitspunct ent- 
spricht der als direct gedachten ähnlichen Lage beider Kreise und 
der innere Aehnlichkeitspunct entspricht ihrer als invers gedach- 
ten ähnlichen Lage. 

Zu Folge der genannten Definitionen der Elemente ergeben 
sich die beiden Sätze: 

Je zwei entsprechende Puncte der beiden Kreist K Und K 
haben von jedem Äehnlichkeiispuncte Abstände, die sich wie rir' 
verhalten und liegen mit demselben in gerader Linie. 

Bie ktidien^ welche in den Kreisen K' und K* nach je zwei 
entsprechenden Puncten gehen, sind einander pardUM und 
ebenso alle Sehnet^ ^ deren Endpuncte einander respMive em- 
sprechen. 

2. Betrachten Wir den äusserem Aehnlichkeitspunct a als 
Pol 9 80 werden die Gleichungen der zugehörigen Polare in BeiUg 
auf jeden der Kreise K und K' respective 

(8) (6'— 6)(,^J) + («'— a)(a?— ö) = r(r— r') (s, K) 
und 

(9) (6^4')(y*«j'j+(^_aO(a?~«0 ^r'(r'-r) ie^K) 
Auf ähoiidie Weise «iiält man die Gleichungen , welche die Pola- 
ren des uMieren Aebnlichkeitspusctes m Beaiehung auf die beideii 
Kreise K und K' ausdrücken, nämUch 

(10) (*'— 6)(y— ft)+Xw'— a)(a?~Ä) = r(r + r') {0, K) 
und 

(11) (6 — 60(y-*0 +(«-»')(»— ö') « rV-hr) (ir, JQ. 
Also sind die Polaren der beiden Aehnlichkeit^uncte in Bezug a«if 
jeden Kreis alle u«ter einander parallel und da der gemeinsehaft- 
liehe Richtttügscoefficieat dargesteUt wird divob den Ausdruck 
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so erhellt durch Vergleichung desselben mit dem RichtiingscoefiG- 
cienten der Centralen (5), dass die bezeichneten vier Polaren auf 
der Centrailinie senkrecht stehen. 

Stellen wir uns eine der beiden Tangenten yor, die von s 
aus nach dem Kreise K gehen, und bezeichnen für den Augenblick 
die Coordinaten des Berührungspunctes mit (y, x)^ so bestehen die 
Gleichungen (1) und (b) gleichzeitig für diese speciellen Coordina- 
tenwerthe. Setzen wir ferner den Richtungscoefficienten , welcher 
sich auf den Radius nach dem Berührungspuncte (y^ x) bezieht, 
gleich z^ so ist 

y—h 

z = -^ 

X — a 

und die Gleichungen (1) und (8) gehen durch Division respective 

mit (a? — a)^ und x — a über in die folgenden 

(x — «)* X — a 

aus denen durch Elimination der Grösse x — a die Relation 
(y_^)2^2 + 2(6^-6) (a^-a)z + (g^^g)^ _ r._.'^2 

hervorgeht. Vermöge dieser Relation ergeben sich zwei Werthe 
für z und mithin hat auch, wie es sein muss, weil von s aus 2 

Tangenten nach dem Kreise K gehen , die Grösse , welche 

den RichtungscoefScieuten der betrachteten Tangirenden ausdrückt, 
zwei im Allgemeinen von einander verschiedene Werthe. 

Vertauschen wir in der vorhergehenden Gleichung b und 6', 
r und r' mit einander, so erhalten wir diejenige Gleichung, weiche 
den Richtungen der beiden von s nach dem Kreise K' gehenden 
Berührungslinien entspricht. Nun zeigt sich die neue Gleichung 
durchaus identisch mit der vorhergehenden und die Werthe von 
z aus beiden sind daher dieselben. Also folgt, dass das Tangen- 
tenpaar von 8 aus nach dem Kreise K dieselbe Richtung hat wie 
das Tangentenpaar von s aus nach dem Kreise K'. Beide Tan- 
gentenpaare fallen also in eines zusammen. — Ganz ebenso be- 
weist man, dass die beiden Tangentenpaare, welche von a aus 
nach K und K' gehen, mögen sie übrigens reell oder imaginär 
sein , in eines zusammenfallen und erhält somit das Theorem : 
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In dem äuiserm AehnliMeitspuncte »weier Kreise durch- 
schneiden sich die beiden denselben gemeinsamen äusseren Tan- 
genten und in dem inneren Äehnlichkeitspuncte die beiden den- 
sMen gemeinsamen inneren Tangenten. 

Für den Fall, dass die beiden Kreise ganz auseinander lie- 
gen, kommen sowohl die äusseren wie die inneren gemeinschaft- 
lichen Tangenten zur geometrischen Anschauung; ebenso noch in 
dem Falle, wenn sie sich von Aussen berühren: doch fallen als- 
dann die beiden inneren Tangenten mit der Tangente im Berüh- 
rungspuncte beider Kreise zusammen und dieser Berührungspunct 
stellt den inneren Aehnlicbkeitspunct dar. Wenn sich ferner die 
beiden Kreise durchschneiden^ so existiren im rein geometrischen 
Sinne des Wortes die inneren Tangenten von beiden nicht mehr, 
dagegen wohl die äusseren; in dem Grenzfalle, der eintritt, wenn 
sich die Kreise von Innen berühren , fallen auch die beiden äusse- 
ren Tangenten in eine zusammen und der Berührungspunct bei- 
der Kreise ist zugleich ihr äusserer Aehnlicbkeitspunct. Liegt end- 
lich der kleinere Kreis ganz innerhalb des grösseren, so sind beide 
Paare gemeinsamer Tangenten geometrisch nicht vorhanden; die 
Äehnlichkeitspuncte indessen sind vermöge ihrer Definition unter 
1. ohne Schwierigkeit construirbar und fallen, im Falle die beiden 
Kreise concentrisch werden, in einen Punct, nämlich den Mitlel- 
punct, zusammen. 

Um zu zeigen dass, wenn r und r' von verschiedene 
Grössen sind, die beiden Äehnlichkeitspuncte nur in dem zuletzt 
genannten Falle sich zu einem Puncte vereinigen, setzen wir 
grösserer Kürze halber die Länge der Centrale gleich c, also 

(12) c = ±V(6'— 6)* + («'— «)^} 
alsdann ergiebt sich vermöge der Gleichungen (6) und (7) ohne 
Schwierigkeit 
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Mithin kann die Distanz so sich nur dadurch annuUiren, dass c = 
wird, d. h. dass beide Kreise concentrisch werden. — Wenn 
einer der Kreise, etwa JST^ sich auf seinen Mittelpunct reduch-t, so 
faUen beide Äehnlichkeitspuncte gleichfalls in diesem Puncte zu- 
sammen. Wenn die beiden Kreise K und K* gleich gross sind, 
so wächst so ins Unendliche und dies entspricht der geometrischen 
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Tfanilack«, dbss ^bdann der äosSMi Ackiiliddmiffittiiel in taend* 
iklbfir Entfernaag auf der Ceoirale liegt. 

Nehttieft wir die Ge&lrak zur Abtcissenaxe ulld beitidHien 
fortdauernd die Abscissen der Mittelpunote mf und «i respeiüfe 
mit a' und a, so ergiebt sich 



2rr' 
(13) Ca: mmf ra d' — a, oi «= ■>.>■■■ ■ ■ v . t 



und 



r 



er . er' 



2 |>2 



y— y.' ' r — r' 

<»*> ^ er , cr^ 

r + r r — r 

Aus den Gleichungen (14) folgt die Propoi*tion 

ms : mfs = am : am', 
d.h. die Centralaxe zweier Kreise wird in den beiden 
Mittelpuucten und den beiden Aehnlichkeitspuncten 
harmonisch getheilt. Sowohl die beiden ersteren, wie die 
beiden letzteren Puucte sind unter sich conjugirt. — Ebenso 
leicht überzeugt man sich, dass der innere Aehulichkeits- 
punct dem Mittelpuncte des grösseren Kreises näher 
liegt als der äussere Aehnlichkeitspunct. 

In Bezug auf das eben gewählte Coordinatensystem sind die 
Ördinaten der vier Schnittpuncte der Linien (8), (9), (10), j(ll) 
mit der Centrallinie gleich und die Abscissen, die wir der tleihe 
tladi mit ä?!, X2y ^1, $2 bezeichnen, werden durch folgende For- 
ihdfi bestimi^it 

«^— « =a — : («, »J 



t r{r+r^) 



(ff. K) 

Die Abscisse des Punctes endlich, in welobem die C^nlrale ftn 
der ChordalUnie beider Kreise gesefauitten wird, m 4fi 4o Ai4^t 
man leicht 
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Aas den voi^sUhend^n Formeln leitet luaa ohne Mühe die folgen- 
den her: 

x* + Xi a'+a r* — r'* ... opi+a?* , 

* ^ — = = , mithin — ^— =^ — ~ = a/ 



t 2rr' t 2rr' • 

5i— «1 '=—7—' 52 — a?2 = — -, ab© 

c c 

(?i— a?i) + (?2 — »2) = 

und erhält durch deren geometrische Deutung die folgenden Theo- 
reme: 

Die Polaren der beiden Aehnlichkeitspuncte s und o in ße- 
tug auf den Kreis K sind gerade soweit von einander entfernt, 
wie die Polaren derselben Aehnlichkeitspuncte in Bezug auf den 
Kreis K' es sind. 

Die Polaren der Aehnlichkeitspuncte s und o sowohl in Be- 
zug auf den Kreis K wie auch in Bezug auf den Kreis K' lie- 
gen auf entgegengesetzten Seiten der Chordale in gleichem 16- 
stande von derselben. 

Der Pol jeAet Geraden, die durch einen Aehnlichkeitspunct 
geht, in Bezug auf einen der Kreise JST, K' genommen, liegt auf 
der Polaren des genannten Aehniichkeitspunctes : also ergiebt sieh 
unmittelbar aus den vorstehenden Theoremen das neue: 

Die Pole jeder geraden Linie, die durch einen Aehnlichkeits- 
punct zweier gegebener Kreise geht , in Beziehung auf diese Kreise 
genommen, liegen auf entgegengesetzlen Seiten der Chordallinie 
in gleichem Abstände Ton derselben. 

3. Wir wollen nunmehr drei Kreise K', K'\ K**\ die uns 
gegeben seien durch die Gleichungen . 

(15) (y— n' + (a?-aT = r"2 
{{Sß — Vy + {x—a"T = r**'\ 

mit einander z.usammenstellen. Die Aehnlichkeitspuncte der Kreise 
K" und S*', K' und Jf'^ K' und r' seien respective s' und &, 
»" und er", «'" und &** und ihre Coordinaten y, x* und rf, §', 
y", 0?" und ij", |", y'", a?'" und 1/'", |'". Alsdann hat man 

Schwan l, 16 
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^ = 



JU. 



V —h-t 



Ujllt 



Jt 



^11 J.iti 

ft V'" — 6" V 



r = 



JU 



r 



JU 



yr = 



V = 



fl" = 



V" = 



r — r 
h'V—b'r" 

r'" + r* 



as' = 



a;" =s 



a;'" = 



r = 



a'V- 


-*"l^' 


r"- 


a'V 


oV 


—ulr" 


1* 


+ o V" 


1" + r"' ' 
oV" + a"V 


o'V + o V 


y/ + // • 



^as die Bildung der vorstehenden Formeln anlangt, so bemerken 
wir, dass die Formeln, welche die Coordinaten der Puncte (^,0/) 
und {ji\ 10 bestimmen, durch successive Erhöhung der Indices 
um je eine Einheit die übrigen hervorbringen, und vermittelst 
eben dieser Erhöhung der Indices wird man solche Relationen, 
welche zwi^chetl den Coordinaten von zwei der genannten Puncte 
statt habet! , in solche umwaiiddn können, die sich auf ändere 
Zusammenstellungen der genannten Puncte zu je zweien beziehen. 
Wenden wir diese Bemerkung auf die leicht herleitbare Formel 

aj' — »" ■" (a"— a"V + (a'" — a')r" + {a^—a'Y" 
Ml, 80 ergiebt sit^ durch eine erste Erhöhui^ der Indiees um l 
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und durch eine nochmalige Erhöhung um 1 -^^ — ^: 



ixf* — 0?" " " a? 

in beiden Fällen bleibt der Werth der rechten Seite ungeändert, 
indem jedesmal nur das Vorzeichen aller Glieder im Zähler und 
Nenner und dann noch die Ordnung, in der sich diese Glieder 
folgen, geändert wird. Also folgt 
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M 



jlT 



a?"'— a?' 






Hf 



d. h. die drei äusseren Aehnh^hkeitspnncte hegen in gerader Linie. 
Die Coordinaten y", flfe" und y"', »'" gehen duNli iie Vör- 
tausfiiüng von + r' mit — f-' über in die Coordinaten iy", |" und 
^/"V ^"; ebenso gehen die Coordinat^ y"', »'" und y*, af düirch 
die Vi^tausbbong von + !•" rhit — r" und die Cöordinateii y, aS' 



unA y", x^ durch die Verlaifschung voir -f f '" mit — i^^^ f espec- 
tive ober in die Coordioaten r/^ |"' und i;', |' und in die Co- 
«rdlReten i^^ ^ und i;^, ^**. Nimmt man diese Vertauschungen 
dar Reihe nach In der Formel (16) vor, so fliedsen aus dersel- 
ben sbibPt die Mgenden drei Relationen : 

'^ (a" — a' V 4 («'" — ä'y - (a' — i^ '^ 

demgemass liegen irnm^r je zwei innere Aeholicbkeit^uncte mit 
einem äusseren in gerader Linie und ea ergiebt sich das folgende 
Theorem : 

Wenn ir§eud wdche drei Kreke g^ebm »md, eo erh^UfiH^ 
wir fit^ch Zusamme^steiilung derseljksn w je z^eißn dvi^i 4M98erf 
Mnd drei imiere Aehnliefik^iupunM und ee Uegm» di^ dn^ 9i^ 
^eri^ AehnlichkeilßpHwae wf einet Q^adeai^ 'md «ftem« V(nm 
immßr j^ zwei innere AehnlickkeitegnnW mt je eimm äme^e/ß 
m gerader l^inie. 

Paf 3sst^ 4ßr 6 ^^i^HcJlik^itH^uwte b9aMmn( also W|sr 
gerade Linien, ^ ein volIstaM(%es Viereck btfden. Piese vier 
4ieFa4^n hmiea nenal JMUnnge die AehnlicbkeitsaKen der ^r^ 
Kreise, Plüqfcer deren Symmetralen. Näher umter^cheid^t nmp 
•in^ äussere Aehnlichkeitsaxe und drei innere Aehn- 
licbkeitsaien. 

Liege» «die drei gegebenen Kreise ausserhalb einander, e# är- 
häH tBßn auB deih vorigen sogteich das neue Theoredi: 

JBieht m€H dit gemt^hBthaftliehen Tangenten je zweier vöH 
drei gegebenen Kreisen, so liegen die drei Durchschnitte der 
tnSütHi/neiiigfiklfrigen ausser en Tangenten in getad^ Linie. Eben- 
so Hegt jeder dieiet Durthsthnitte mit j^ züfei Durehseknitti' 

16* 
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puncten von den dreien ^ welche die zusammengehörigen inne- 
ren Tangenten bilden , gleichfalls in gerader Linie» 

Nehmen wir an, der Kreis K*'* berühre die beiden Kreise 
K* und K" in den Puncten a* und a'^ so sind dieselben Aehn- 
lichkeilspuncte zwischen dem ersten Kreise und den beiden letzten 
und da sie demgemäss mit einem der beiden Aehnlichkeitspuncte 
zwischen JT und K'* in gerader Linie liegen, so ergiebt sich das 
Theorem: 

Wenn ein dritter Kreis zwei gegebene berührt, so geht die 
gerade Linie , welche die beideti BerOhrungspuncte verbindet, je 
nachdem die Berührungen beider gleichnamig (d. h. entweder 
beide von Aussen oder beide von Innen) oder ungleichnamig 
sind, durch den äusseren oder inneren Äehnlichkeitspunct. 
Die Linie a^a^^ gehörig verlängert schneidet den Kreis K' 
noch in dem Puncte b' und den Kreis K** in dem Puncte b^* und 
aus jeder beliebigen Figur erhellt sofort, dass m*a*:^m*'V' imd 
m'a**-±m%* sei. Umgekehrt, wenn man durch einen Aehnlich- 
keitspunct der Kreise K* und K** irgend eine Secante zieht, wel- 
che diese Kreise respective in a\ 6', a*\ 6" durchschneidet, so fin- 
den die eben genannten Parallelitäten gleichfalls statt und existirt 
ein Kreis ÜT'", den man entweder durch a* und a*\ oder durch 
*', V* legen kann, welcher die beiden gegebenen Kreise K' und 
f berührt. Der Mittelpunct dieses Berührungskreises ist, je 
nachdem die beidra ersten oder die beiden letzten Puncte auf ihm 
enthalten sein sollen, der Durchschnittspunct entweder von Wa' 
und i»'V oder von m'V und m"V\ Nehmen wir wieder an, der 
Kreis Jf"' enthalte die beiden Puncte a* und a" auf seiner Peri- 
pherie und ziehen in diesen beid^- Puncten die zugehörigen Tan- 
genten, welche er respective mit den Kreisen K^ und E!' gemein- 
schaftlich besitzt, so stellen dieselben die Chordalen dar, welche 
die Kreislinie K**' mit den beiden Kreislinien JT und K" bUdet: 
also schneiden sie sich in ,dem Chordalpuncte der drei Kreise X*. 
K*\ K'*\ d.h. auf der Chordallinie der beiden gegebenen Kreise 
K! und K**'. Ebendasselbe und ans ähnlidien Gründen folgt von 
den an die Kreise K!* und K' respective in V und V gelegten 
Tangenten, welche den beiden vorgenannten bezüglich parallel 
sind. 

Die beiden Tangenten in a* und h* mögen sich in dem Puncte 
f* durchschneiden und die beiden Tangenten in a** und V* in dem 
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Poilole f*': alsdann stehen die Puncie p* und p*' zu den Geraden 
a!V und a"b*' in Bezug auf die Kreise K' und K*' respective in 
dem Verhältniss von Pol und Polare. Nun folgt aus planimetri- 
schen Granden m'p' : w"p" = r* : r" 

und hieraus weiter, auf dem Wege der Synthesis, dass die Pole 
f* und f'* in gerader Linie liegen mit dem Aehnlichkeitspuncte, 
durch welchen die Secante a'Va*'l** gezogen ist. 

Dasselbe Resultat kann man auch auf rein analytischem Wege 
erbalten. In der That lassen wir die Abscissenaxe in die Rich- 
tung von mW hineinfallen und nehmen den eben bezeichneten 
Aehnlichkeitspunct zum Anfangspuncte der Coordinaten: so sind 
die Absdssen der beiden Mittelpuncte respective nr* und + nr*\ 
wo das obere oder unlere Vorzeichen gilt, je nachdem der An- 
fangspunct ein äusserer oder innerer Aehnlichkeitspunct zwischen 
den Kreisen K! und K" ist. Die Gleichungen dieser Kreislinien 
werden ' bezüglich 

y^ + ix—nr*)^ == r'» und y* + (a?+nr'0* = r"' 
und nimmt man nun irgend eine beliebige durch den Anfangspunct 
gelegte Gerade, deren Gleichung die Form 

y = gx 
haben wird, als Polare, so muss diese Gleichung, indem die Co- 
ordinaten der zugehörigen Pole respective mit y*, x' und y*\ oßf' 
bezeichnet werden, identificirt werden können mit jeder der bei- 
den folgenden Gleichungen: 

yy' + (^ — wrO {x' — nrO = r'* 
und yy" + (o? + nr**) (x" + nr**) = r"\ 

Dazu sind hinreichend und nothwendig die folgenden Bedingungs- 
gleichungen : 



nr' — X* 



y' 

und + nr" — iß" 



= 9, ±nr'V'-(n«— l)r"« = 



Aus denselben ergeben sich die Coordinaten der beiden Polpuncte 
(y\ a/) und (y", »"), wie folgt 



ay = . r, y' = 
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ViMmttebl »diuer Wvthe kann Alan olne WeitarM die ^Idduiflg 

x' ■" ai" 
verificiren , welche aasdrübkt , daas die beiden genaonten Pole mit 
detti gftwfthken AaftinippUDele m gerader linie Kegeo. 

Sie RMuttaCe <der letalen Entwiokelungen sppecbeo aich in 
folgenden Sätzen aus: 

W^tm man d^r4h einen der bpdsn Aehnlichkeitßpuv^e zweier 
jfr^e irgend «me gerade Linie legt, $e iH^m die m Bezi^fmng 
imf M4€ KreiH genommenen Pc^ dereelben in gerader Linie mit 
dem §sw4Vten AehnUchkwtspHneie» 

Wenn mm dnrck einen der beiiien Aehnlichkeitepumte Jeweier 
Kreide eine Secante an dieee&en «tBht, eo bUden die durah die 
Pier Jh$roh<ihn4ttepUfüite bestimmen Tangenten gehörig verlanget 
0n PlfHf^eiegramm, 4men eine Viagonale in dieChardaUinie der 
beiden gegebenen Kreise hineinfdUt und dessen andere DiagmMU 
durch den :§eu4hUen Affinli(Meit$tf^f^ geht. 

4. BßUPfi^hien wü*, was iaus dem Aebnlicbkeitspuiiae zweier 
Kreise K und JT wird, weqn ein Kiew, wie der Kreis JJl' ip eine 
gerade Linie übergebt, welebes bekanntlicb dadurcb geschehen 
kann, dass dier Ni^telpurict dteftselben unendlich weit ep»tfemt liegt 
"und der Radi^is unenfllieb gro^ wipd. Zu dem Zwecke sehr<eiben 
wir m\^ die Glficbung des Kreises K* unter /der Forna 

so dass die Ordinate und Abscisse des )Mittelpunctes beziehungs- 
weise — und — , der «adius glelA — V«'^^ 6'*— 2a'»'c ist, 
c c c 

und llenken uns c als eine ohne Ende abnehmende Grösse. Die 
Grenze, der alsdann c entgegeneilt, ist Null und sehen wir diese 
Grenze als wirklieb eitetebt »an, so dt^enerirt -der %reis in eine 
gerade Linie, deren Gleichung 

(20) a'y + b'x = aV oder ^ + ^ ^ 1 (/') 

b a 

kt ^^tiseh wir nunmehr in die Gleichungen (fr) und (7) an Stelle 

von a\ b\ r' ihre bezüglichen Wcrthe 

a' ^b' 1 , ^ 

C iC c 

und multipiiciren darauf jedes Glied ^ries Nenn^s und Zählers mit 
c, so bekißinmen wir die folgenden« Formeln , in denen dem obe- 



ren Vorzeiche;i der äussere, dem unteren Vorzeichen der innere 
Aehnlichkeitspunct entspricht: 



V — — ■ ■■ ■. ■i— « ■ - : ofs 



odar 4iirch U^bergang fur iGrenze für abpehmende Wertl^e vpn i; 

An« diesea beiden Gieiehungen fliessen die Relationea 

•f-— ^ -7 und (y-.6)2 + (a!-a)» = r^ 

wddie, iiidem sie für die speciellen Coordiuatenwerthe jedes Aehii* 
lieldLdtBpunctes eifUlt werden, anzeigen, dass die beiden in Rede 
stehenden Puncte zusammenfallen mit den £ndpuncten desjenigen 
Durcbmessere der Kreislinie K, welcher auf der Geraden V senk- 
recht stehe. Näher ist der dieser Geraden nähere Endpunct d^ 
innere, und der entferntere Endpunct der äussere Aehnlichkeits- 
punct zwischen den beiden Linien K und V. Man erkennt dies 
augenbüeklich , indem man den Mittelpunct (6, a) zum Anfangs- 
punete der Goordinateii nimmt, die Richtung der V zur Riehtong 
der X und die Seite der Absdssenaxe , auf welcher V sich befindet, 
zur Seite der positiven y macht: dadurch wird a = 0, £ = A, 
d' = oc und V eine positive Grosse und die Coordinatenans^ 
drAcke für die beiden Aehnlichkeitspuncte gehen über in die ein- 
facheren — 1 — ^ 

y = +— =====rr » +r, rc = 0, 



/'-^ 



vorausgesetzt^ dass der äussere Aehnlichkeitspunct auf der negati- 
ven Seite, der innere auf der positiven Seite der Abscissenaxe sich 
befindet. 

\yird hier r ^ 0, d.h. degenerirt der Kreis JC ip einen 
P^R</t, ^o geben die Formeln (21) sowohl für das obere wie für 
496 untere Vorzeichen die Goordinatenwerthe dieses Punetes, also 
vertritt derselbe sowohl die Stelle des inneren wie des äusseren 
A?.!^flU.cbkeitspuncte8. 

Q^t lagu^bd^ Kreis K m eine gerade t^jpie über, so h^t 

man — —und — Jal^ + V^ — 2abc an Stelle von 6, a, r zu 
p c c 

Wl»W: ,4?^Wf;^ Jko«im«ip„di^ f9T?peln ÖJ) auf die F.prm 
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X = —/» + -r=L=- Va* + h^—iabc \ 

und der Debergang zur Grenze zeigt sofort, dass beide Aehnlicb- 
kdtspimcte unendlich weit abliegen, d. h. geometrisch nicht yer- 
zeichnet werden können. 

Was den allgemeinen Satz Yon den Tier Aehnlidikeltsaien 
dreier Kreise betrifft, so überzeugt man sich lacht davon, dass 
derselbe seine Gültigkeit auch dann noch behält, wenn man einen 
der Kreise in eine Gerade oder in einen Punct degeneriren lasst, 
natörlich mit den Modificalionen, die eine Folge des alsdann sich 
modificirenden Begriffes der betreffenden Aehnlichkeitspancte sind. 

So z. B. möge JT eine wirkliche Kreislinie bleiben, dagegen 
K*^ und K'" in die Geraden t* und t" degeneriren: alsdann be- 
stimmen sich die AehnUchkeitspuncte $'" und &*\ sowie i" und 
€^' in der eben auseinander gesetzten Weise, die Admlichkeits- 
poncte tf und & rücken beide in onendliche Entfernung. Non 
müssen die Puncte s" nnd $"\ sowie &* ond &" mit 9* in gera- 
der Linie liegen, d.h. da $* unendlich entfernt, 9**9'" ist paralld 
mit &'a"\ Ebenso ist a'V paraUd mit s'V, weU beide Ge- 
rade sich in demselben unimdlich weit «ilfemten Puncte 0' durch- 
schneiden. Beide Paralleliläten werden durch dne einfiicfae Be- 
trachtung der Figur sofort Terifidrt, indem sich $" und &\ sowie 
s^ und &" respective als die Endpuucte zweier Kreisdurchmesser 
darstellen. 

§.21. 

Anwendungeu der vorhergehenden Theori^L 

1. Den geometrisdien Ort der Spitze aller Drei- 
ecke zu finden, welche über einer gegebenen Grund- 
linie besdirieben einen gegebenen Winkel an der 
Spitze fassen. 

Der gegebene Winkd an der Spitze sd a, die gegebene 
Grundlinie 2m, ihr Halbiningspunct der Anfangspunct rechtwink- 
ligar Coordinaten, und die Aie der x möge in ihre Richtung hin- 
einfallen, so dass die Absdssen der Endponcte der Gmndlinien re- 
spedire +m und — • sind. Endlidi seien y, « die Coordinaten 
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des gesuchteo Eckpunctes an der Spitze. Da die beiden Seiten» 
die den Winke] a einschliessen sollen^ respective die Puncte (y^x) 
upd (o, — a), iy, x) und (o, + o) enthalten, so sind ihre Ricb- 
tungscoefficienten gegeben durch die Ausdrücke 

• » und » 



flp+d X — a 

und vermöge der Formein (13) in §. 6. folgt jet2t unmittelbar 

_y y__ 

X — a x + a ^ 2ay 

^^^ ~ y y . i ~" y'+»' 

x + a * 0?— a 
woher y* + a?* — 2aycotga — a' = 

oder auch 



a* 



(y — a cotga)* + a?* = (-: — ^i 
^ ^ \8ina/ 



«Is die Gleichung des gesuchten Ortes hervorgeht. Demgemäss 
ist der dritte Eckpunct unseres Dreieckes auf der Peripherie eines 
Kreises enthalten, dessen Mittelpunct auf der Axe der y im Ab- 
stände acotgo Vom Anfangspuncte sich befindet und dessen Ra- 
dius der Ausdruck —. — ist. 

sma 

2. Den geometrischen Ort des Scheitels aller 
Dreiecke zu finden, weiche auf gegebener Grundlinie 
stehet) und in welchen die beiden anderen Seiten ein 
constantes Verhättniss haben. 

Die Grundlinie sei wieder 2a und das Axensystem wie in 
der vorigen Aufgabe besthnmt ; ebenso mögen die Coordinaten der 
positiven Spitze y und x sein, das gegebene Verhältniss endlich 
m : n. Dies vorausgesetzt werden die Langen der beiden Seiten, 
die sich wie m : n verhalten, bezüglich dargestellt durch die Aus- 
drücke +.Vy' + (a? + fl)* und +_Vy*+(® — fl)* 
und es erg iebt sich sofo rt die P roportion 

± Vy* + (^ + «)^ • ± ^y^ + (^-^ «)' =m:ii 
woher nach Bildung der beiden gleichen Producte und Quadrirung 

(1) y^ + x^-ri '^l^^l ax+a^ = 0. 

Bringt man diese Gleichung auf diiB Form 

so erkennt tnati augenblicklich, dass sie einen Kreis ausdfüdct, 



^ aw ^ 

dessen Radius = — ;; =-a ist und dessen Mittelpunct auf der 

Hl' xf* ff' 

Abscissenaxe in dem Abstände — ^ ^ g vom Anfanjgspuncte 

liegr. Behufs seiner geometrischen Besitimmung ist es indessen 
einfacher die beiden Dur^hscbnittspunct^ aufzusuchen, die er mit 
der AijjiG dar ß h^L piesall^n l^en lim gefnqinßqbafUiyehe PFdi- 
nate y = und die Abscissen ergeben sich n^ch Substitution die- 
ses Werthes in (1) als die Wurzln der qua4ratüschen Gleichung 

(2) x'-2^±^ax + a^ ^ 0; 

sie sind mithin reepectiTe glej^cb 

m 4 n , m — n 

a und »^Ti . /i. 



Giebt man diesen Au^^r^cfcen flie Fpnn 



se »erkennt man , 4«fiß $ie (genpm ^ Forn^eita (4) U9d ($) in 
$.9.) denjenigen beiden Puncten der Abscistenax^ zuj^eh^ren, deren 
Abstände von den beiden Puncten (0, — «) und (0, + d) in dem 
Verhältnisse re^petctive von m i r^n und von m \ '^rf^ «teben. 
Die Ortslinie (1) kainn biernaqh, wie folgt, 9ppsl,ri)ir( we^deB: 
J^aii ,beßti;mine sieb dioj«9i<(Bp h,e;ideu Pp^.^tp ip dßr 
Richtung der Grundlinie, deren Abßt,äiid;e. tv^n ,4^^ 
Endp-uncten derseJb^n »bs^plut g^Domiiiej» ,d4i(& Ver- 
Itiäjtpias ¥<in M ; n .hajben un4 t>esphrei;be fA^.Qi* ^ie 
dur^b di:^ jbjeid«!! The.ilu.ng.ßpun.c|Le abg^f^^i^n?^^ 
Sitr4ii3k.ß eJiien Kreis, welcher /die9<elbje ai^ JDjiif ch^jes- 
s^r f*ßSit. 

Wenn «^ = n, so j^bt die Gl^ichuQg (I) ^^b#r in x f?, % 
d.h. der gesuchte Ort d^generict p «ine .gerade (ani^, ri^^lgjhe jüt 
der Axe .^FF zusamv^nfalJt, .in (lebepeiniHiinnfiiing |^ ^den Ele- 
«ve^tt^rii weriqhe Jefe^ßn., dasß .c|er Ort Ifu* ilje $i^i)||f fiHer gleich- 
schenkligen Dreiecke über gegebener Basis das Perpendikel auf 
der gegebenen Basis in deren .jAilte ist 

Denken wir uns ub^ flie QvuQdlijQiie %hl «eifie^ , I(r^ ^ ^ 
schrieben, dessen GJ^ichupg 

m y^ + x\ = a^ 
i^MW()J>e;z^bnAn 4ie J^(]lpmicte;.4f)r .ffig^rapep il^^mMifl¥ «it 
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«t uBri demn Mitte mü iw; Ißmer wollen wir den drtskreis (I), 

miism wir .den ftnöaeeii m «nd n irgmd welche efMBcielie Zahle«- 

^ei\the heilegei, dttroh das Syiobol Kf beeeicbnen, seinen Mittel- 

punct mit m' und seinen in der Richtung der «A hineinfallenden 

Diameter mit a'b', derartig dass o' zwischen a und ft, b' dagegen 

puf der Verlängerung vpn ab Aber .6 hinfuis, weLijbe die Richtung 

der positiven x bestimme, liegeq mqge. Alsdann ist nach Grosse 

und Yor^eichen: 

■ 4 w* — w ,i m + j» 
ma = — a, wi6 = a, ma = ; — a, wft' = a, 

»I + » m — » 



m^ — n* m^ — %^ v!^^ — jjfl ' 

, 2n* 

Am =5" -*r-- — aö. 
m* — n*^ 

Zu Folge dieser Formeln ist 

ma' . mb* = o' und amf . 6m' = i— s — —^ . a I , 

'm' — n* / 

d. h. äas ^ei'ste Produet gi^ den ftadius des Kreises K und das 
«weite PredrKt 4en Hadius des Kreises K!. Demgem&ss sind die 
beiden Puncte a* und 6' zugeordnete oder conjugirte Pole in Be- 
zug auf den Kreis K und die beiden Puncte u und b zugeordnete 
oder.conjugivte PdAe in Beaug auf den 'Kreis K'. LetBeeres ist in 
Uebereinstiqfmiung mit einem frUieren Puncte dieser Art 'betr^fen- 
den Theoreme, ans welche» man die Lösung der vorgelegten Auf- 
gabe audi unmittelbar hätte herleiten Mnnen. Vermöge dieses 
SThcMNreipes folgern wir weker , dass alle Linien , welche von ieinem 
Puncte der Kreislinie K nach den Endpuncten der a*b' gehen, ein 
cemtantes Tei^aitiHss jbeben ivnd zwar ist diese;s Verhältniss, wie 
man leicht -erkennt, gleich dem Verhältnisse von a'b : bV oder 
gleich /»!> ***-!» : m + n. Also iät der Kireis M der Ort fiir 
die Spit»e aller solcher über der Basis ah beschrie- 
benen Dreiecke, Aeren beide andere Seiten das Ver- 
hältniss von m — n:m + » haben. Uebrigens sind ^e bei- 
den Kreislinien K und K' orthogonal , gemäss den Lehren des 
^.17., weil 'jede 4urch zwei in .Be^zi^g a»f die ai^d0i\e,iiiig|eordnete 
^\%^}4. Felglich ißt die beix)e9Jü«iaen,gei)9ein#<;]||if4kheSfbne 
^^. itii^ (PlW-d^iliriie i^ ;Bc;^ug ^^{ j^den ^rfj^ 4i^ (R^^i^ %m ^m 
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Mittelpunctier des anderen und daraus folgt wcitter/ dass d«r j^uds- 
punct, in welehem dieselben die Ricbtimg der ab einschneidet, der 
vierte barmonische Punct ist sowohl zu den drei Puncten a, b, m\ 
wie auch za den drei Puncten a', b\ m. 

3. Wenn eine Anzahl von Puncten gegeben ist, 
den Ort eines solchen Punctes zu finden, dass die 
Summen aus deq Quadraten seiner Entfernungen 
von allen gegebenen Puncten eine unveränderliche 
Grösse haben. 

Man bezeichne die Ordinaten der gegebenen Puncto Ä\ A*\ 
i4"', . . . , A^^) durch b\ 6", fi'", . . . J(«) und ihre Abscissen durch 
a\ a*\ a**\ .... a^^^ ; die Coordinaten endlich des gesuchten Punc- 
tes seien y, x und die gegebene Grösse dargestellt durch c\ Dies 
Torausgesetzt ei^iebt sich 

PA"* = (y— 6")* + (a? — o'O' 



. . . • 



Addirt man alle diese Gleichungen zusammen und bemerkt, 
dass die Summe der Glieder links gleich e' ist, so resailtirt die 
Gleichung 

c* =t= nCy*^ ^ x^)—2gSb—2xSa + Sia^ +:b^\ 

wo das Summenzächen 2b die Summe b^ + ft" + 5^"' H- + 6^*^ 

ausdrückt, ebenso 2a die Summe aller Abscissen a\ a^\ .... a^'^ 
und S(a^'\'b^) die Summe der Quadrate aller der einzelnen Di- 
stanzen • welche die Puncte A', A*\ A!*\ . . . A^^^ vom An£aligs- 
puncto haben. Bringt man die vorhergehende Gleichung auf die 
Form 

1 va^* . / Ix. \* nc2 — (w— 1)2(6^ + a«) 



(4) Xy-1^2h)^ + {x-^Sc^ ^ 



ft* 



so erkennt man unmittelbar, dass der gesuchte Ort eine Kreislinie 
darstelH, deren Mittelpunctscoordinaten — Sb und — 2a und de- 

ren Radius —^nt^ — (n—l )5(6* + a') ist. , 
' w 

Nehmen wir speciell an , es seien uns zwei Puncte gegeben 
oder der Ort für die Spitze eines Dreieckes über ge- 
gebener Grüiidlihie zu suchen, in welchem dile Summe 
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der Quadrate der beiden anderen Seiten eine gege- 
bene Grösse habe, so bekommen wir die Ortsgleichung 
/ i'+i'VW a'+a'V 2c»— (6'Ha'»)— (i"«+o"») 

V — 2~;+r — 2~; — 1 

oder, wenn man die Grundlinie gleich 2a setzt und zur Aze der 
X nimnt , indun ihre Mitte den Anfangspanct der Coordinaten dar- 
stellt, ,j , c*— 0* 

,«+x» = -2—, , . 



d.h. der gesuchte Kreis hat einen Radius gleich ./f t. ynd 

»ein Cepimoi balhirt .die Grundlinie. 

Nehmen wir n = 3, so sind die Coordinaten des Mittel- 

punctes identisch mit den Coordinaten d^s Schwerpunctes vom 

Prejeck A*A**A**\ Nehmen wir denselben zum AnfangsptincCe der 

CQor.dinaten, die Axe der x parallel mit der Seite A*A!* und die 

negativen y nach eben dieser Geraden hin gerichtet, so. folgt 

im 

— J' = — Ä" = ^ - = fi und o'" = ~(a'+a"). Unsere spe- 

cielle Ortsgleichung wird daher 

,, ,. Sc« — 126*— 4(a'>+fl"^+aV') 
r+a?* «= 1 ^ i 

und fuhrt auf die folgende allgemeine Eigenschaft eines Dreieckes : 
Wmn mw^ um den Schtoetpunct eines Dreieckes mit beliebi- 
gem Radius einen Kreis beschreibt und von einem willkürlich 
auf. der Peripherie angenommenen Puncte gerade Linien nach 
den drei Eckpuniclen des Dreieckes ziehl, so ist die Summe au$ 
den Quadraten dieser drei Verbindungslinien conslant. 

Betrachtet man die Gleichung (4) des allgemeinen Ortskreises, 
so erkennt man, dass seine Mittelpunctscoordinaten einen solchen 
Punct des Polygones A!A!*A*" ... ><("> festlegen, der zu Folge eines 
früheren unter §. 14. aufgeführten Theoremes^ indem man die 
dortigen Zahlengrössen m|, ms, ^3, . ,. «iin einander alle als gleich 
betrachtet, vermöge eines gleichförmigen Verfahrens, wie gross er 
auch sein möge, gefunden werden kann. Man könnte diesen 
Punct den Puoct der mittleren Entfernung im Polygone 
nennen und von ihm einen Satz aufstellen, der dem eb^n In Be- 
zug auf den Schw«rpunct eines Dreieckes aufgestellten durchaus 
analog ist. Uebrigens ist für « = 3 der Punct 'der mittleren Ent- 
fernung identisch mit dem Durchschnittspiincte der drei SBttel- 
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linien das Dr^iecbss ; für n. ?:= 4 iel er der Dmtkseh^ ttHj^itfdcl 
derjenigen beiden Geraden, welche die MiUen der 6e^i^9effteil 
verbindet; bei jeder regulären Figur endlich ist er deren Mittel- 
puflct. 

4. Den Ort eines solchen Punctes zu finden, dBBs 
die FusspuQcte der Senkrechten, weldie tos Ihd» 
aus auf eine Anzahl gegebener Geraden gefällt wer- 
den, ein Polygon von gegebenem FTäcbeuinhalte be- 
stimmen. 

Indem ij, ^ allgemeine Coordinaten und y, x die Coordina- 
ten des gesuchten Punctes bezeichnen, seien die ÖMebongen A^ 
gegebenen Geraden respectiTe 

fj « a'^+»', fj = ä"|+6", ....1}^ a<»>?+»H 
mithin sind die Gleichungen derjenigen Geraden, die von dem 
Puncte {yj x) aus darauf senkrecht geßllt werden, beziebifrigsMieis^ 



a 



v—y = — ::sr(^-^)- 



Bezeichnen wir die Coordinaten d^r verschiedenen Fusspuncte die- 
ser Senkrechten der Reihe nach mit ^i und x^ , y^ und x^^ .... 
y» und Xny sa findet man, indem man die (lleiehungefn ton j^ 
zweien auf einander Senkrechten sich fär die Coordimilen ihres 
Durchschiiittspunctes erfüllt denkt, i&r jedes Paar dieser Goordi- 
natenwertbe zwei lineare Besiimmungsgleichungen und darcb Auf- 
lösung der n auf diese Art entstebeliden Gieichuiigs^ysteme erhält 
man: _ a/^y + a'x + V _ afy ^-sb-^^tifV 

yi - nW^ ' ""' ^ 1 + a'^ ' 
_ m''hf+a''x+V' _ ef*y + i»-^af*b^ 



JNun ist der FUt^hsBinbalt unseres Polygone^, M«loh)ir gleich der 
geliehenen Grosse F sein ttidge, atisgedrtekt «torch die Poi^net 

.ii(yi^-^.y»%)+(y2;»3— j^3a?i)+ +(y<i«i— yi«!.)]; 

also folgt durch die Einsettiufig der oUgefl Wei4h^ flir ^^ und ^{, 
y^ uod ;j%.ete. die fileichang 



! 
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•»V^aV» a"H"'~ii'tif"'^ 



(1 +0'») (1 +«"«) ^ (1 +a"*)(l + o'"*) 
+ (l+oW»)(l+a'*)l'' 






! 



•»^«i" «" — o^^ 



^1 



__äW-V__» 
+ (|+aW»)(l+«'»)r 



(«"6'-^o'6") (1 +oV') ^ («"'6"— «^'»"0 (l +oV") 



(r+a'»)(l+«"*) ' (l +«"»)(! +«'"*> 

, (a^>W-a(i»60(|+a»)a^ ^ 

''" (l+o<»>«)0+«'*) K 



I • • • • 



+ 



(y»)— y)(l^aW<tO 

(i+o«*)(i+«'*) 



I» 



■*" 1(1 +•'»)(!+«**) +(1 +«"*)(! +(»"'*)■'""• 

+ (1 +«<•)«) (l+rt'«)( ^' - "• 
Wa< liun di« bflkidn Coefficientni von y* und a;' anlangt, so 
sind diaaelbdl «aaMfer glei«b; denn zi«ht man cl«n ietzien ron 
dem ersten ab, so erhält man 4ureh Ausführung der Dehnung 
bei je zwei eidando- ^htspredheBdeii Termen: 

/ €^' V_\ / a'" a" \ 

Vl+a"* I+o'»/ "•" Vl+o'"« ~" l+a"»J + •••• 

/ tf _ «w V 

eine Grösse, die ersichtlich gleich idt. Was ferner «km Ckteffi- 
cienten Ton yx Mangt, so lässt sich derselbe auf folgende Form 
bringen 

/ g^« a('^ \ / a"* o||^ \ 

11+«*» 1 +««»/■*" U+a"» TM^V+"" 



/ gW» _ g^* \ 

+ ^ 1 + «(«1 1 + «^/ 
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und ist demzufolge identisch der Null gleich« Nun i^ind aber, wenn 
das Coordinatensystem rechtwiuklig ist, die wesentlichen Kennzei- 
chen einer Kreisgleichung eben diese beiden, AnnuUation des Co- 
etticienten Ton yx und Gleichheit der beiden Coefficienten von y^ 
und x^: also druckt die vorstehende Gleichung im Allgemeinen 
eine Kreislinie aus und es folgt das bemerkenswerthe Theorem: 
Wenn irgend welche n gerade Linien gegeben sind, so exi- 
stirt im Allgemeinen eine Kreislinie von solcher Beschaffenheit, 
dass die Ftisspuncte der Perpendikel, welche von irgpid einem 
Punete der Peripherie atif die gegebenen Geraden gefällt wer- 
den, ein Vieleck von gegebenem Flächeninhalte umgrenzen. 
Da die Coordinaten des Mittelpunctes von der Grösse F un- 
abhängig sind, weil diese Grösse in den Coefficienten von y und 
X nicht vorkommt , so erhellt für jedes Vieleck die Existenz eines 
ausgezeichuf'ten^ Punctes, so dass jeder um denselben als Mittel- 
punct beschriebenen Kreislinie eine bestimmte Grösse des Flächen- 
inhaltes entspricht, welchen das von den genannten Fusspuncten 
umgrenzte Vieleck hat. 

Sei speciell n = 3 und die drei gegebenen Punete A, B und 
(7, AB die Axe der x und gleich 20» der Halbirungspunct davon 
der Anfang rechtwinkliger Coordinaten, endlieh 7t — «r und ß die 
Winkel , welche AC und BC mit der Axe der x einschliessen : als- 
dann sind , wenn man A auf der positiven Seite der x und C auf 
der positiven Seite der y annimmt, a und ß geradezu die den 
Seiten BC =■ 2a und AO = 2b gegeauberstehenden Dreiecks- 
winkel und die Gleichungen von ABy BC, CA werden respective 
71 =:= .0, also a' x= 0, fr' « 
fi = lg/^(^+c), also a" ^ i%ß, 6". ?= ctg/? 
Tj = — tg a(^—c), also a'" = — tga, ft'" = ctga 
und setzt man diese Werthe in die kurz vqrker aufgestellt^ Orts- 
gleichung ein, so erhält man nach mannigfaltigen Reductionen und 
durch Einfuhrung des dritten DreieckswinKels y dieselbe als in un- 
serem speciell^ Falle von dw Fort» 

2F 

(5) y^+x*—2ccoigy.y-'C^ +—, r-^-^ — = 0. 

^ ^ ^ ^^ ^ ^ smasm/?smy 

I^a der Coefficient von x sich annullirt, so muss der Mittelpunct 

nothwendig auf der Geraden liegen , ivelche auf AB in d^r Mitte 

senkrecht steht, und da man ebenso .gut jede andere Dreieckseite 

zur Abscissenaxe hätte wählen können., so ist derselbe bestimmt 



i 
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als der Durchschnittspunct je zweier solcher Senkrechten, die auf 
den Dreiecksseiten in den Mitten sich errichten lassen: er fallt 
also mit dem Mitteipuncte des dem Dreiecke umschriebenen Krei- 
ses zusammen. — Wenn man f* s setzt, so vereinfacht sich 
die Gleichung (5) und wird 

(6) y'+a?*— 2cycotgy— c* = 

(y-ccotgy)^ + a;2 = {-^J; 

sie drückt alsdann geradezu den um das Dreieck ABC beschriebe- 
nen Kreis aus, wie man sogleich ersieht, wenn man bemerkt, dass 
ihr die Coordinaten jedes Eckpunctes Genüge leisten. Da der Flä- 
cheninhalt des Dreieckes , welches die Fusspuncte der von irgend 
einem Puncte der Peripherie auf die Dreiecksseiten gefällten Per- 
pendikel bestimmen, gleich Null ist, so müssen diese drei Fuss- 
puncte nothwendig in gerader Linie liegen und dies giebt folgen- 
des interessante Theorem: 

Die drei Fusspuncte der drei Perpendikel, welche von irgend 
einem Puncte der einem Dreiecke umschriebenen Kreislinie auf 
dessen Seitenrichtungen gefäUt werden, liegen in gerader Linie. 

§.22. 

■ 

Fortsetzung der Anwendungen. 

1. Das Apollonische Problem der Tactionen. 
Man soll einen Kreis zeichnen, der drei gege- 
bene Kreislinien berührt. 

Die Gleichungen der drei gegebenen Kreise K\ K!\ K*** seien 
■ (y — h'Y +(a;~-aO* = r'\ 
{y—V'Y +{x—a"Y = r'*\ 
(y— 0^ + (a: — a"0* = r'"^ 
und die Gleichung eines Kreises K, der die vorhergehenden gleich- 
zeitig berührt, habe die Form 

(y— ft)* + (a? — a)» « r\ 
so dass 6 und a die Coordinaten des unbekannten Mittelpunctes 
bezeichnen; die Coordinaten der drei Berührungspuncte endlich, 
welche derselbe mit den drei gegebenen Kreisen hat, seien be- 
züglich y' und 0?', y" und a?", y**' und a;'". Dies vorausgesetzt 
hat man, da der Miltelpunct m des gesuchten Kreises von dem 
Mitteipuncte jedes gegebenen Kreises entweder um die Summe 

Schwarz I. 17 
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oder die Differenz der bezüglichen Radien entfernt i^t, die irü 
Gleichungen 

Üb' — 6)2 + (a' — a)2 « (r + rO* 
(I) (6" — 6)* + (a"— a)2 = ir + r'r 
((6'"-6)* + (a'"— a)2 == {r + r''T 
und was die doppelten Zeichen auf der rechten Seite anlangt, so 
bilden sie eine der folgenden Zeichencombinationen 

+ + + oder , 

+ H oder h, 

+ — + oder — + — , 

— + + oder + , 

}e nachdem der Kreis K die gegebenen Kreise K', K*\ ¥!'* ent- 
weder alle drei von Aussen berührt (+ + +) ^^^^ ^'^ ^^^^^ ^^"^ 
Innen ( ) oder nur einen von Innen und die anderen bei- 
den von Aussen (+ + — , -| f-, f-+), oder endlidi nur 

einen von Aussen und die anderen beiden vdh Innen berührt 

( Ys 1 , + ). Dehken wir uns indessen die 

Radien r\ r*\ W ab algebraische Lätigenzabien, die/ je nadidem 
det bezügliche Kreis den Kreis K von Aussen oder von Innen be- 
rührt^ gleiches oder ungleiches Vorzeichen mit r haben , so ist 
es statthaft in den Gleichungen (I) nur eine specielle Zeichencom- 
bination zu nehmen und wir wollen demgemäss in jeder nur das 
obere Vorzeichen als gültig betrachten. Zieht man unter dieser 
Voraussetzung die zweite und dritte derselben nach einander von 
der ersten ab, so folgt 

2(6" — 60* + 2(a" - aOo+2r(r"— rO 

= a"2+6"»— a'» — 6'2+r'2— r"* 
(2) S2(6'"~ 606+2(a"'-a')a+2r(r'"— rO 

== a'"2+6'">— a'*— J'^+r^« — r'"* 
oder nach leichter Umformung 

2(6"— 60(6-ft')+2(a"~ti0(a— aO— 2(r+r')(r'— r") 

= (6"— 60*+(a" — a')'— (»•'— r")^ 
2(6"'— 6')(6 — 60+2(a'"-a0(a— (iO-2(r+rO(r'-r"') 

= (6"'— 60H(a"'-oO*— (r'— r"0*. 
Statt die Mittelpunctscoordinaten 6, a zu bestimmen, wollen wir 
die Coordinaten der !Berührungspuncte, welche der Kreis K mit 
den Kreisen K\ K!\ K*** hat, in die Rechnung einführen und be- 
zeichnen dieselben mit y* und o?', y" und a?", y" und a;"'. Um 
nun zunächst die Coordinaten y\ w* vermöge der Ceordioaten 6,a 
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auszudrücken, bemerken wir, dass irgend zwei Längen sich wie 
ihre Axenprojeetionen verhalten, demgemäss hat man 

r+r':r* =- +(6' — 6) :-(y — 6') = + (a'— a): — (a;'— a'). 
Setzt man die hieraus fliessenden Werthe von 6 — 6' und a — a' 
in die beiden vorhergehenden Gleichungen ein, so folgt 

= (6"-6')» + (a"— aO»— (r'— r'O* 

Aus diesen beiden Gleichungen eliminire man die Grösse r: da- 
durch resulürt die Gleichung 

,.. (b'' — b'){y'~b')+ia''-af)(!&^a') + {r''-r'y 

_ jb"' - V) (f/ - b') + ja' ''- flO (ag^~ gp + (r"'' - t^y 
- (6'" — »')*+(«'" — a')*— (r' — r"0^ 

und der Berührungspunct (^, o?') liegt mithin auf einer Geraden, 

deren Gleichung von der Form ist: 

(Ä'' — 60 (y - 6') + (a" — aO (a? - aO + (r'' - rOr' 



(*) 



(6'' — 60*H-(a" — a')2— (r"— r')* 
ih'*' — 60H («'"— ä')*— (r'" — rO' 



er st^ sich näher als ein Durchschniltspunct dieser Geraden mit 
der Kreislinie K* dar. Solcher Dnrchschnittspuncte existiren im 
Allgemeinen zwei und es ist leicht einzusehen, was der zweite 
derselben zu bedeuten habe. Aendeni wir nämlich in der Glei- 
chung (4) die Zeichen der Radien r', r", r'" in die entgegenge- 
setzten um, so bleibt dieselbe unverändert und mithin bezieht 
sich der zweite Durchschniltspunct auf denjenigen unter den ge- 
suchten Berührungskreisen, welcher dieser Zeichenänderung ent- 
spricht. Es eriiellt überhaupt, dass sich die acht im Allgemeinen 
möglichen ßerufarungekreise in vier Gruppen zu je zwei zusammen- 
gehörigen sondern, deren Berührungspuncte mit K' auf je einer 
Geraden enthalten sind, und die jeder Gruppe entsprechenden 
Zeicbencombinationen haben wir vorhin zusammengestellt. Die 
GieifMngeD mithin der vier auf diese Weise resultirenden Gera^ 
den werden, insofern r\ r", r"' keine algebraischen Längenzahlen 
iPorsteUen^ollten, ausderGl6ichii»g(4)erhak€n, i^dem man dieselbe 

17» 
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als die erste ansieht und darauf die Vorzeichen je eines Radius 
unter Belassung der Vorzeichen der beiden anderen in die entge- 
gengesetzten umkehrt. 

Die acht Berührungspuncte {y'\ xf') und die acht Beruh- 
rungspuncte {y**\ xf**) liegen gleichfalls beziehungsweise auf einem 
Systeme Ton je vier Geraden, deren Gleichungsformen aus der 
Gleichung (4) durch Erhöhung aller Indices um 1 und 2 erhalten 
werden. 

Solche zwei zusammengehörige Berührungskreise JT, deren 
Berührungen mit den drei gegebenen Kreisen K\ K!\ K"* entge- 
gengesetzter Art sind, kann man conjugirte nennen und die acht 
überhaupt möglichen Berührungskreise K zerfallen' demgemäss in 
vier Paare conjugirter Kreise. Ein solches Paar bilden zum Bei- 
spiel diejenigen beiden Kreise, von denen der eine alle drei gege- 
benen Kreise von Aussen und der andere alle drei von Innen be- 
rührt. Der Einfachheit halber wollen wir spedell dieses Paar be- 
trachten und nehmen demgemäss in der Gleichung (4) die Radien 
r\ r", r"' alle drei als wesentlich positiv oder doch wenigstens 
als mit demselben Vorzeichen behaftet an. Der Durchschnitt die- 
ser Geraden mit der Kreislinie K* bestimmt alsdann die Berüh- 
rungspuncte, welche der innere Berührungskreis K und der äus- 
sere Berührungskreis K respective mit K! haben. 

Die Auflösung des Problemes ist nunmehr auf die Construc- 
tion der Geraden (4) zurückgeführt , welche wir als ausgeführt an- 
sehen können, wenn es glücken sollte zwei spedelle Puncte auf 
derselben festzulegen. 

Setzen wir mit Gergonne jeden Theil der Gleichung für sich 
gleich Null, so ergeben sich die Gleichungen von zwei neuen Ge- 
raden, deren Durchschnittspunct auf der Geraden (4) enthalten 
ist, nämlich 
r^^ )(^"— *')(y-60+(a"-aO(a?-a')+(r"-r'y = 0, 

Ein Blick auf die Zusammensetzung der Gleichung (8) in §. 21. 
zeigt sogleich, dass die beiden Gleichungen (5) die Polaren der 
äusseren Aehnlichkeitspuncte s'^* und s'' zwischen K', K" und K\ 
K!" in Bezug auf die Kreislinie K* ausdrücken ^ der Durchschnitts- 
punct beider Polaren kann mithin als bekannt angesehen werdeu, 
weil wir jede derselben uns leicht construiren können. 

Ferner setzen wir jeden Theil der zu construirenden Glei- 
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chung (4) gleich 1 und erhalten so nach einiger Umformung die 

beiden Gleichungen: 

,ß. j (Ä' - 6") (y - 6") + (a' - a") {x - a") + (r' - r'Y' »= 

welche ersichtlich die Polaren der beiden eben genannten äusse- 
ren Aehnlichkeitspuncte respective in Bezug auf die Kreise f 
und K'*' genommen, darstellen. Der Durchschnittspunct beider 
Polaren kann, da diese Linien leicht bestimmt werden können, 
als bekannt angesehen werden, und da die Coordinaten desselben 
die Gleichung (4) befriedigen, so ist er ein zweiter Punct der zu 
construirenden Geraden und diese mithin als die Verbindungslinie 
zweier bekannter Puncte festgelegt. 

Lassen w in Gleichung (4) r' in — r' übergehen, so tre- 
ten an Stelle der beiden Aehnlichkeitspuncte s'^^ und s^' die beiden 
inneren Aehnlichkeitspuncte er"' und a". Die Polaren derselben 
in Bezug auf den Kreis K' bestimmen durch ihren Durchschnitt 
den einen Punct der Geraden (4) und die Polaren eben dersel- 
ben Puncte in Bezug auf die Kreise K^' und K'^' bestimmen einen 
zweiten Punct. Der Durchschnitt der auf diese Art construirten 
Geraden (4) mit der Kreislinie K' bezieht sich auf die beiden Be- 
rührungskreise K, die den Zeichencombinationen h + und 

-| entsprechen ; das heisst der erste geht mit K' eine in- 
nere und mit K*\ ÜT'" eine äussere Berührung ein, der zweite da- 
gegen berührt den Kreis K' von Aussen und die beiden Kreise 
JC", iC'" von Innen. 

Lassen wir r" in — r" übergehen, so tritt nun an Stelle 
des äusseren Aehnlichkeitspunctes s^'* der entsprechende innere a'^' 
und der andere Aehnlichkeitspunct s'^ bleibt der nämliche. Die 
Polaren von a'^^ und s" einerseits in Bezug auf K' und andererseits 
in Bezug auf K^\ K'** bestimmen durch ihre Durchschnittspuncte 
die Lage der Geraden (4) und die beiden zugehörigen Berührungs- 
kreise K entsprechen den Zeichencombinationen + 1- und 

- + -. 

Endlich lassen wir r"' in — r"* übergehen. Alsdann geben 

die Polaren von »'" und &' in Bezug auf den Kreis K' den einen 
Punct der Geraden (4), die Polaren derselben Puncte s'" und a" 
in Bezug auf die Kreise Jf" und Jf"' den zweiten Punct. Die 
entsprechenden Berührungskreise K beziehen sich auf die Zeichen- 
combinationen + H und + . 
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Hiermit ist gezeigt, wie man die aeht BerufarungspanGte der 
acht im Allgemeinen möglichen Kreise K mit dem Kreise K* be- 
stimmen kann. Die fierührungspunc^ eben derselben Kreise re- 
spective mit K'' und K'^' lassen sich auf ähnliche Weise festlegen. 
Statt in das hierher gehörige Detail indessen einzugehen Teran- 
schauiicben wir die Art der Bestimmung durch folgendes Schema, 
dessen geometrische Deutung wohl keinen Schwierigkeiten unter- 
worfen ist» 



K" 



^m 



+ + + 



— + + 
+ -- 

+ — + 

— + — 

+ + - 
+ 



»'" »" s' »'" a" i' 

K' K" K'" 

Ä" K'" K'" K' K' K" 

a'" a" i> &" c" «' 

K' K" K'" 

K" K'" K'" K' K' K" 

ff"' $" o' a'" t" & 



K' K" K'" 

K" K'" K'" K' K' r 

»'" a" & 

Vit! 






K'* K!" Jf'" K jp r 

Die Unterscheidung, auf welchen von je zwei conjugirten 
Kreisen K jeder Durohschiiittspunct der reapectiven Geraden (4) 
mit dem Kr<sise K* bezogen werden müsse, erhellt bei AusführuDg 
der Construcüon von selbst. Dies vorausgesetzt, wenn man die 
BeröhrungsfHincte eines speciellen Kreises K mit je zweien der 
Kreise K\ K'\ K'* bestimmt hat, erhMt man den Mittelpunct 
desselben, indem man die beiden nadi diesem JBerührungspuQct 
gehenden Radien bis zum Durchschnitte verlängert, und hiermit 
ist er geometrisch voill kommen festgelegt. Bei näherer Betradi- 
tung m^giebt sich unmittelbar, dass zur Construction je zweier 
oonjugirter Kreise iK 6 Polaren gezogeA werden müssen und dass 
zur Construction aller vier Paare überhaupt 12 Polaren nothwen- 
dig sind. 

in Figur XV. ist die den beiden fierübrongskreisen H — + 

und — ^ entsprechende Construction angegeben. Man ver- 

Michne sidi die Pelaren a<6'" und aW* der Puncte o"' und «" in 
Betttg ^uf de» Kreis K\ ebenso che denselben parallelen Polaren 
a%* und a"*h* derselben Puncte in Bezug auf die Kreise K!* uad 



JK'^^ Durch Verbindung der DurdischnittopuDcte Jedes Paares be- 
kommen wir die Gerade a'i^ welche die Berfihrungspuncte der 
gesuchten Kreise auf der Kreislinie K' festlegt In gleicher Weise 
ergeben sich die beiden Geraden a"h" und afV (von denen übri- 
gens nur eine zur Construction unumgänglich nothwendig ist), die 
erste als die Verbindungslinie ' der Puncto a'* und }jt\ in denen 
sich die Polaren non & und &*' in Bezug auf die Kreislinie K'\ 
nämlich afV* und a"V , und die damit parallelen Polaren af%* 
und ^*h** derselben Puncto in Bezug auf die Kreise K*** und K! 
respective durchschneiden, die zweite als die Verbindungslinie 
der Puncto a*** und V*\ in denen sich respecti?e die Polaren af"h\ 
ef**V' und die damit parallelen Polaren a*V'* und af*V** durch- 
schneiden. 

Die Durchsdinitte, welche die Geraden o'6', o"6", a**'V** mit 
den gleichnamigen Kreisen K!, K!\ K"* haben, sind die sechs Be- 
rührungspuncte, welche sich auf das betrachtete Paar von conju- 
girten Kreisen beziehen, und zwar entsprechen, mit Beziehung auf 

unsere specielle Figur, dem ersten derselben (H h) diejenigen 

Durchschnittspuncte auf den Kreisen K*^* und £', welche dem ge- 
meinsehaftlichen Durchschnittspuncte der drei Geraden otV^ a%*\ 
a'^b*'* zunächst liegen, auf dem Kreise K** dagegen der entfern- 
tere Durchschnittspunct. Die wirkliche Verzeichnung der beiden 
Beruhrungskreise hat nunmehr keine Schwierigkeit. 

Dass die drei Geraden o'6', a''V\ a"*h"* durch einen und 
denselben Punct c gehen, welcher der Chordalpunct der drei 
Kreise Ä', Ä", K"' ist, erhellt analytisch sofort durch die Bemer- 
kung, dass die Gleichung (4) erfüllt wird durch diejenigen spe- 
ciellen Coordinatenwerthe y^ x, welche jeder Seite den Werth 4 
geben. Denn auf diese Weise kommt nach einigen Reductionen 

2(6" — 60y+?(a" — oOa? - 6"2 +0"* — 6'^ — a'Hr'»-r"2 

und 

8(6'" - b')y + a(a'" — a')a? = A'"^ + a'"* — 6'^ _ «'^ + r'* - r'"?. 

Diese beiden Gleichungen drücken aber, indem man unter y, x 
wieder laufende Coordinatenwerthe versteht, die beiden Chordalea 
aus, welche der Kreis K' mit den beiden Kreisen ÜC" und R^^ 
bildet, und da dich dieselben im Chordalpuncte der drei Kreise 
scbn^ea, muss auch die Gerade (4) durch diesen Chordalpunct 
hindurchgehen. 
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Wenn man will, kann dieser Umstand zu einer Modification 
der gegebenen Construction benutzt werden. 

Ausserdem, weil je zwei conjugirte Berübrungskreise, wie in 
unserer Figur die beiden um m und fi, jede der Kreislinien K\ 
K!\ K'** ungleichartig berühren, muss die Verbindungslinie der 
auf jeder der letzteren bestimmten Beruhrungspuncte , nach einem 
in f. 21. bewiesenen Theoreme durch die inneren Aehnlichkeits- 
puncto der Kreise um m, /u hindurchgehen. Nun sind diese Ver- 
bindungslinien respective a!h\ a%'\ a'"h*'\ die sich in dem Puncte 
e durchschneiden: also erhellt das Theorem: 

Der Chordalpunet der drei Kreise K\ ÜC", Ä'" ist zugleich 
der innere Aehnlichkeitspunct von je zwei conjugirten Beruh- 
rungskreisen. Die vier Paare conjugirter Berührungskreise 
haben demgemäss einen und denselben ÄehnlichkeitspuncL 

Die beiden Geraden (5) haben in Bezug auf den Kreis K 
und unsere Figur, der zu Folge wir r" uns mit — r" vertauscht 
denken müssen, die Pole o^'' und s**: mithin ist die Polare des 
Durchschnittspunctes derselben die Aehnlichkeitsaxe a^'Ws^* und 
demgemäss muss jede Gerade, die durch diesen Durchschnitts- 
punct geht, also auch die Gerade (4), einen auf dieser Aehnlich- 
keitsaxe befindlichen Pol haben, d.h. mit anderen Worten, die 
Secante a'6' schneidet den Kreis K^ in zwei solchen Puncten, dass 
die beiden in denselben angelegten Kreistangenten sich auf der 
genannten Aehnlichkeitsaxe begegnen. Andererseits ist dieser Treff- 
punct identisch mit dem Chordalpuncte, iden das betrachtete Paar 
der Berührungskreise um m und fi mit der Kreislinie K' bildet: 
also liegt der genannte Chordalpunet auf der Aehnlichkeitsaxe 
iy"'(r's". In analoger Weise sind die beiden Chordalpuncte, wel- 
che die Kreise um m und ^beziehungsweise mit den Kreisen 
K'\ K'** haben, auf derselben Aehnlichkeitsaxe enthalten und re- 
spective die in Bezug auf die Kreislinien K*\ K*^* genommenen 
Pole derSecanten a'*V\ a"*b"*. Sonach sind drei specielle Puncte 
der Chordallinie zwischen den Berührungskreisen um m und ii 
auf der Aehnlichkeitsaxe a*"a's** enthalten, und die erstere mit- 
hin mit der letzteren identisch dieselbe Gerade, d. h. es ergiebt 
sich das Theorem: 

Jede Aehnlichkeitsaxe der drei Kreise /C^ K*^ K!** ist iden- 
tisch mit der ChordaUinie des bezüglichen Paares conjugirter 
Berührungskreise. 
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Hi<»*bei kann angemerkt werden, was die Wahl der die be- 
treffende Axe bildenden Aehnlicbkeitspuncte anlangt, dass ein äus- 
serer Aehnlichkeitspunct jedesmal in Bezug auf zwei solche unter 
den Kreislinien K\ K*\ K!'* erhalten wird, welche von jedem der 
beiden betrachteten Beruhrungskreise in demselben Sinne, d. h. 
beide entweder von Aussen oder von Innen berührt werden, da- 
gegen ein innerer Aehnlichkeitspunct in Bezug auf zwei solche 
unter den Kreislinien Ä', K*\ K!*\ welche in verschiedenem Sinne 
berührt werden. 

Die vier Centralen , welche sich auf die vier möglichen Paare 
conjügirter Beruhrungskreise beziehen, sind hiernach identisch 
mit den vier Geraden, welche durch den Chordalpunct der drei 
Kreise K\ K!\ K!*' gehen und auf den vier Aehnlichkeitsaxen 
derselben beziehungsweise senkrecht stehen. 

Daraus , dass der in Bezug auf die Kreislinie K* genommene 
Pol der Geraden a*V auf der bezüglichen Aehnlichkeitsaxe &&'*$'* 
liegt, ergiebt sich umgekehrt, dass der Pol dieser Aehnlichkeits- 
axe auf der Geraden a%* liegt, welche letztere mithin durch die- 
sen Pol und den Chordalpunct der drei Kreise Ä', Ä", Ä'" voll- 
kommen bestimmt ist. Hierauf beruht die folgende von Plücker 
angegebene Modification der vorhin gegebenen Auflösung des Tac- 
tionsproblemes 

Man construire den Chordalpunct c der drei gegebenen Kreise 
und die dem gewählten Paare conjügirter Berührungskreise ent- 
sprechende Aehnlichkeitsaxe. Hierauf verbinde man den Chor- 
dalpunct mit dem Pole der Aehnlichkeitsaxe in Bezug auf jede 
gegebene Kreislinie und erhält dadurch drei Gerade, welche be- 
ziehungsweise auf den drei gegebenen Kreisen die Berührungs- 
puncte mit den beiden gesuchten Kreislinien K festlegen. 

Das Princip der Construction kann man in dem folgenden 
Theoreme ansprechen: 

Die Pole jeder Aehnlichkeitsaxe der drei gegebenen Kreise in 
Beziehung auf jeden dieser Kreise liegen beziehlich auf den drei 
Geraden, weiche die Berührungspuncte des betreffenden Paares 
conjügirter Kreislinien K mit den drei gegebenen Kreislinien 
Ä', Ä", Ä'" bestimmen. . 

2. Betrachten wir die gegebenen Constnictionen näher, so 
zeigt sich, dass sie beide illusorisch werden in dem speciellen 
Falle, in welchem die Bedingungsgleichung 
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V'—b' "" V'-V 
eiföilt wird, d. h. in weldiem die drei MiUelpiiBcte (»', aO, (6'-, «"") 
und (h*'\a"') in gerader Linie liegen. Was Daraentlich die erste 
Copßtrpction anlangt, so werden die beiden Geraden (5) pamHel 
und ebenso die beiden Geraden (6), und die beiden Poncte mithiD, 
welcfae die Lage der Geraden (4) geometrisefa bestimmen, liege» 
in ufieiidJieber Entfernung. Aus diesem Grunde wollen wir eine 
dritte Construction zum Tactionsprobleme geben, welche fiir den 
bezeichnetßn Ausnahmefoll zwar auch uichl unmittelbar gilt, aber 
doch ?ern)öge geringer Modificationen auf ihn aosgedehnt werden 
kann. 

Eliminiren w aus den Gleichungen (2) die Grösse r, so 
geht die Gleichung hervor 

T — T 

Der MiUelpw^ct des gesucht fierObrungskreises liegt daiier auf 
einer Geraden, derep Gleichung die Form hat 



(7) 



T — T 



- a(^'''— ^Oy + 2(g^^^— aOo?— g^^^^— y^^^ + g^^ + 6^^— r^^ +r^^^^ 

und da diese Gleichung ungeandert bleibt, wenn man r"^ r^\ r* 
mit — r"', — r", — / Tertauscbt4 so erhellt, dass sie die Cen- 
Xrallinie zweier conjvgirter Berahrungskreise ausdmokt. IMescilbe 
Gleichung kavn nun aber auch auf folgende Weise eiii^lteD wer- 
den. Mail betradite, indew q eine Aach Beliehen suhtractiye 4i|der 
additive wUftvrliche Grosse bes^eichoet, die drei Kreise, welche 
respective ausgedruckt werden durch die Gleichungen 

(y—n- +(»—«")* ^ (r"+«)* 

#nd bilde sich die GjieicJHiPgQQ der jCbQrdaUkiiea, weletie der erste 
Kreis mit den beiden letzten bildet, nämlich 

und 



— 267 — 

Die Subtraction derselben ergiebt eine Gleichung, welche mit der 
Gleichung (7) durchaus identisch ist. Dieselbe drückt also eine 
Gerade aus, weiche den Durchschnitt der beiden eben erwähnten 
Chordalen enthält, d.h. dieselbe ist der Ort für die Chordalpuncte 
aller solcher Kreislinien, welche mit den Radien r' + g, r^'+p, 
r'" + Q (wo Q durchaus willkürlich ist) beschrieben den gegebenen 
Kreislinien K\ K*\ K"' respective concentrisch sind; sie enthält 
also auch den der Annahme (> = entsprechenden Chordalpunct, 
d. b. den Chordalpunct der drei ursprünglichen Kreise K\ K'\ K'** 
und, wenn man will, kann man diesen Umstand Z4ir Vereinfachung 
ihrer Gleichung benutzen. Setzt man nämlich die Coordinaten des 
Chordalpunctes der drei gegebenen Kreise gleich ß, a, so wird 
die Gleichung (7) befriedigt durch Substitution von ß^ a an Stelle 
von hy a und zieht man die so entstehende Gleichung von der 
ursprunglichen ab, so erhält man die in Rede stehende Ortslinie 
dargestellt durch die Gleichung 

(V'-*0(»-/?)+(a"-aO(a?~a) 



(8) 



r — r 



Beachten wir den Umstand, dass jeder Zeirhencombin^tion 
von r'", r", r* ein bestimmter Berührungskreis K entspricht und 
dass je zwei solche Zeichencombinaüonen , die einander gerade 
entgegengesetzt sind und daher zu zwei conjugirten Berührungs- 
kreisen K gehören , in der Form der Gleichung (7) oder (8) nichts 
Wesentliches ändern, so erhellt das Theorem: 

Die vier Centrallinieti, welche den vier Paaren conjugirter 
Berührungskreise entsprechen, schneiden sich in einem Puncte, 
dem Chordalpuncte der drei gegebenen Kreise und stellen re- 
spective die Ortslinien für die Chordalpuncte je dreier der ge- 
gebenen concentrischen Kreislinien dar, welche durch Vergrös- 
serung oder Verkleinerung der im Sinne der Berührung ge- 
nommenen Badien r'", r", r' um ein beliebiges Stück q ent- 
stehen. 

Hiernach ergiebt sich eine einfache Construction der irgend 
eimem speciellen Paare conjugirter Berührungskreise entsprechen- 
den Centralliuie (7) dadurch, dass man den Chordalpunct (ß, a) 
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der drei Kreise K\ K'\ Ä'" mit demjenigen Chordalpuncte ver- 
bindet, welcher irgend einem Specialwerthe von q entspricht. 

Wählt man z. B. ^ = ^ — » so wird 

^+ß = ö— ' ^ +9 = 5 — ' 



2 



2 



und wählt mau ß = — r', so wird 

r'+^ = 0, r"+ß = r"— r', r'"+p = r'^' — r". 
In beiden Fällen ist die Construction des in Rede stehenden Chor- 
dalpunctes sehr einfach. Noch einfacher wird die Construction, 
wenn man den Umstand zu Hülfe nimmt, dass die Chordallinie je 
zweier conjugirter Berührungskreise zusammenfallt mit der bezüg- 
lichen Aehnlichkeitsaxe der drei gegebenen Kreise. Man hat als- 
dann nur nöthig sich vom Chordalpuncte der drei Kreise K\ K", 
K!** ein Perpendikel auf die bezügliche Aehnlichkeitsaxe zu fallen. 

. Diese Construction ist zu modißciren , wenn die Mittelpuncte 
der drei gegebenen Kreise in gerader Linie liegen: denn alsdann 
liegt der Chordalpunct derselben in unendlicher Entfernung. 

Zu diesem Zwecke wollen wir die Gleichung '(1) umformen 
durch EinfTihrung der Coordinaten y^ und 0:3 , y^ und x^ « yx und 
Xi Aex Fusspuncte, in welchen die Chordalen der Kreise K! und 
JP', K* und K"\ K*' und K*" den bezüglichen Centrallinien be- 
gegnen. Demzufolge hat man 

2(5" —h')y^ + 2(a" — aOaJa = a"* -h ^ "* — a'»— 5'^ + r'»- r"^ 
und 

Die Gleichung (7) erhält nunmehr die einfache Form 



T — r 



(b'" - b') (y - yj) + ia'" - a') (« - aj») 



T — T 



Nehmen wir nunmehr an, dass die Bedingungsgleichung 



ü — a CL — ü 



statt habe , d. h. dass die Mittelpuncte der gegebenen Kreise in 
gerader Linie liegen und lassen überdies die Abscissenaxe mit die- 
ser geraden Linie, sowie den Anfangspunct der Coordinaten mit 
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dem Hittelpuncte (&', a*) zusammenMen , so hat man h**' = 0, 
6" = 0, 6' =r , a' := und die Gleichung (9) geht über in 
die Gleichung 

(10) -T, — -r (m—Xi) = -jr, — -r («—«2). 

r — T T — r 

welcher man auch die Form geben kann 



Nun bedeuten die Ausdrücke 






Y»'* ^» ' |." ^< 



a'V ^ — a'V 
und 



^'" ^t "" ^" y' 



respective die Abscissen eines Aehnlichkeitspunctes der Kreise K' 
und K'^\ K und /£" und zwar ist dieser Aehnlichkeitspunct ein 
äusserer oder innerer, je nachdem r' und r'", r' und r" mit 
einerlei oder mit verschiedenen Zeichen genommen werden müs- 
sen. Da nun die Gerade (10) ersichtlich der Ordinatenaxe paral- 
lel geht, ist es leicht sie zu construiren. Man hat nämlich nur 
nöthig die Strecke, welche auf der Centralaxe der drei Kreise 
durch die Chordalen zwischen den Kreisen Kf und K!\ K* und 
Ä'" abgegrenzt wird, in dem Verhältnisse zu theilen, in welchem 
die Abscissefi der betreflenden Aehnlichkeitspuncte zwischen den 
Kreisen K* und Ä"', K! und K" zu einander stehen. Die in 
dem Theilungspuncte auf der Centralaxe Senkrechte 
ist die Centrale der beiden von uns betrachteten Be- 
rührungskreise K. Es ist hierbei wohl kaum nöthig zu be- 
merken, dass, je nachdem die beiden genannten Aehnlichkeitspuncte 
auf einerlei Seite oder auf verschiedenen Seiten des Mittelpunctes 
m* liegen, der Theilungspunct der zwischen den Chordalen be- 
stimmten Strecke der Abscissenaxe entweder in deren Verlänge- 
rung oder unmittelbar auf ihr selber genommen werden muss. 

Nach Construction der Centralaxe, welche zwei conjugirte 
Berührungskreise haben, ist das allgemeine Problem der Tactionen 
zurückgeführt auf das specielle Problem: 

Eine solche Kreislinie K zu construiren, welche zwei gege- 
bene Kreise K' und K" in einem bestimmten Sinne berührt 
und deren Mittdpunct auf einer gegebenen Geraden liegt. 

Statt der gesuchten Kreishnie K können wir offenbar auch 
eine mit ihr concentrische Kreislinie construiren, deren Gleichung 
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(11) (y-b)^+(x—a)^ = (r + rO* 
ist: denn erstere ist bestimmt, sobald es letztere ist. Nun geht 
die letztgenannte Kreislinie durch den Mittelpunct mf der einen 
gegebenen Kreislinie if' und berührt eine mit der anderen gege- 
benen JSl" concentrische Kreislinie, deren Gleichung die Form 

(12) (3/ — 6")H(a?— a'O^ == (r" — rO^ 
hat, von Aussen oder von Innen, je nachdem die beiden algebrai- 
schen Ausdrücke r + r* und r" — r' (in denen r nach Belieben als 
eine positive oder negative Grösse angenommen werden darf) glei- 
ches oder ungleiches Vorzeichen haben. Folglich sind v^ir auf ein 
zweites noch einfacheres Problem, als das vorhin angeführte ist, 
zurückgekommen, nämlich einen Kreis zu construiren, 
dessen Mittelpunct auf einer gegebenen Geraden 
enthalten ist, der durch einen gegebenen Punct geht 
und einen gegebenen Kreis in bestimmtem Sinne be- 
rührt. 

Die Auflösung dieses Problems beruht auf dem folgenden 
Theoreme : 

Die Chordalen eines festen Kreises mit allen solchen Kreisen, 
deren Mittelpunct auf einer gegebenen Geraden fortrückt und 
deren Peripherie einen festen Punct enthält, begegnen sich in 
einem festen Puncte^ und umgekehrt die Mittelpuncte aUer durch 
einen festen Punct gelegten Kreislinien, deren Chordalen mit 
einem festen Kreise sich in einem gegebenen Puncte begegnen, 
liegen auf einer festen Geraden. 

In der That nehmen wir den Kreis (12) als fest an und die 
Kreislinie (11) als durch den festen Punct (6', a') gelegt: so hat 
man die Relation 

(6' — 6)2+(a'— a)2 = {r+rT 
und die Gleichung des Kreises (11) kommt dadurch auf die Form 

3/2_263/+a?2 — 2aa? -= 6'^— 26'6 + a'* — 2a'a. 
Die Gleichung der Chordallinie zwischen den Kreisen (II) und (12) 
folgt demgemäss 

(13) 2y(l — V*)+2x{a — a'') 
= (r"— r')- — 6"*— a''2 — 6'*— a'* + 26'5+2a'a 
und die Bedingung dafür, dass dieselbe einen festen Punct (ly, ^) 
auf sich enthalte , ist ersichtlich die Gültigkeit ^er Gleichung 

2i?(6 — n + 2|(a — «'') 
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oder in anderer Form 

(14) 2(j?- b')h+2i§—a')a - 26"jj — 2a''^+ft"2+«"»+6'2 _,,«'* 

— (r" — r')2 = 0, 
d. h, der Mittelpunct (6, a) des beweglichen Kreises muss enthal- 
ten sein auf einer Geraden , deren Gleichung die Form hat 

(15) 2(1?— 6')y+2(§— a> — 2ft"i?— 2e"^+6"2 + a"»+ft'^+a'* 

— (r" — 1^)2 = 0, 

und unigekehrt, wenn die in Rede stehende Chordale durch den 
festen Punct {jj, ^) hindurch geht, so liegt der Mittelpunct (6, a) 
auf der eben besteichneten Geraden. 

Der feste Punct (ij, ^) ist hiernach leicht zu construiren. 
Man nehme sich auf der gegebenen Geraden, welche die Mittel- 
puncte der beiden in Frage kommenden Berührungskreib^e K ent^ 
hält, zwei beliebige Puncte c und c' an, ziehe cm\ cW und 
schlage mit Cmf um c, sowie mit &m* um e* zwei Kreislinien: 
dieselben haben mit der Kreislinie (12), welche um m^^ mit dem 
Radius r'' — r* gesdilagen ist, beziehungsweise je eine Chorda^e 
und der Durchschnitt p der beiden so erhaltenen Chordalen ist 
der feste Punct (i;, |), den wir suchen. 

Entsprechend den beiden Beruhmngskreisen Ä, deren Mit- 
telpuHCte auf der Geraden (7) liegen, giebt es natürlich auch 
zwei Berübrungskrrise (11), welche beide durch den Punct (b' ü*) 
gehen und den festen Kreis (12) tangiren. Die in den letzteren 
in den beiden Berährui^spuncten gezogenen Tangenten stellen die 
Ch<Nrdalen derselben mit den beiden berührenden Kreisen dar und 
müssen sich deüigemäss in dem festen Puncte (??, ^) oder p be- 
gegnen. Hierauf beruht die folgende Construction der Mittelpuncte 
von den beiden zuletzt erwähnten Kreislinien (11) oder, was das- 
selbe ist, der Mittelpuncte von den beiden conjugirten Berührungs- 
kreisen K, die wir haben wollen. 

Man bestimme den Punct {rj, ^) oder p und ziehe von dem* 
selben die beiden TaA^enten pn und pv nach dem festen Kreise 
(12); hierauf verbinde man den Mittelpunct W des letetenen mit 
den beiden Berüterungapuncten n und v und verlängere die Ver- 
bindenden bis ^m Durchschnitte mit den gegebenen Geraden m 
und ju: diese beiden Puncte sind die gesuchten Mttelpuncte der 
beiden conjugirten Kreise K, 

Die Möglichkeit der beiden in Rede stehebden Kreise hängt 
ersichtlich von dem Umstände ab, ob der Punct p ausserhalb oder 



— 272 — 

innerhalb der Kreislinie (12) liegt. Ganz in ähnlicher Weise hängt 
auch bei den früher angegebenen Constructionen die Möglichkeit 
eines speciellen Paares conjugirter Berührungskreise K immer da- 
von ab, ob eine bestimmte Gerade die bezügliche -Kreislinie reell 
oder imaginär durchschneidet. 

3. Die unter 1. am Ende angegebene Auflösung des Pro- 
blemes der Tactionen bleibt ihrem Wesen nach unverändert, wenn 
wir an Stelle eines der Kreise K\ Ä'^ K*'* einen Punct oder eine 
Gerade treten lassen. Die Modificationen ergeben sich von selbst 
zu Folge des Begriffes der Chordalen oder der Aehnlichkeitspuncte 
zwischen zwei solchen Kreisen, von denen der Eine oder der An- 
dere In eine Gerade oder einen Punct degenerirt Wir wollen 
insbesondere folgende Fälle speciell in Betracht ziehen. 

Erstens es mögen K* und K^' respective in die Puncte mf 
und mf' degeneriren: alsdann ist klar, da ein auf einen Punct 
sich zusammenziehender Kreis keine verschiedenen Arten der Be- 
rührung zulässt^ dass nur ein einziges Paar conjugirter Berüh- 
rungskreise existiit. Die Construction des Chordalpunctes c zwi- 
schen K', K*\ K!** bleibt ihrem Wesen nach dieselbe^ indem er 
der Durchschnittspunct der drei Chordalen ist zwischen m* und 
m*\ zwischen wt und Ä'" und zwischen w" und Ä'". Die vier 
Aehnlichkeitsaxen dagegen zwischen E!, K!\ E!** reduciren sich 
auf eine einzige, welche durch die Verbindungslinie m'm" darge- 
stellt wird. Die Aehnlichkeitspuncte nämlich zwischen einem 
Kreise und einem Puncte faUen beide in diesem Puncte zusammen, 
also fallen s' und o' beide auf m"^ s'* und o*' beide auf m! , end- 
lich $'" und &*' fallen beide auf den Punct g, welcher die Ver- 
bindende m'm'* halbirt. Letztere stellt also die einzige Aehnlicb- 
keitsaxe des Systemes dar. Die Pole dieser Aehnlichkeitsaxe in 
Bezug auf die Nullkreise K und K" sind ersichtlich die Mittel- 
puncte mf und m"; und in Bezug auf die Kreislinie K"* ist der 
Pol derselben Axe leicht zu construiren. Folglich ergiebt sich die 
nachfolgende Auflösung: 

Man verbinde m* mit m** und halbire die Verbindende in 
dem Puncte q. Hierauf bestimme man sich den Pol f der mW 
in Bezug auf den Kreis K***\ alsdann legt die Gerade pq auf der 
Peripherie des letzteren diejenigen beiden Puncte fest, in welchen 
er von den beiden möglichen Berührungskreisen K getroffen 
wird. 
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Zweitens in4ge blos K! sich auf deinen Mittelpunct #»' r^ 
andren: alsdann existiren ersichtlich zwei Paare conjugirter Be* 
rührungskreise K, deren Construction keine Schwierigkeit hat. 

Drittens möge K* in den Punct mf und K' in die Gerade 
k" degeneriren. Die Ghordale zwischen K! und K*\ sowie zwi- 
schen K* und K!" ist alsdann die Gerade V* selber und der 
Chordalpunct c der Figuration K*y K'\ K**' demgemäss derjenige 
Puncto in welchem die Gerade k" von der Chordalen zwischen ni* 
und K*' eingeschnitten wird. Ferner die Aehnlichkeitspuncte s*" 
und a"* fallen beide auf m\ ebenso wie die Aehniicbkeitspunete 
s" und &* zwischen mf und K"* ^ dagegen die Aehnlichkeitspuncte 
$' und & sind respective die Endpuncte desjenigen Durchmessers 
von Ä'", welcher auf Ar" senkrecht steht. Also reducirt sich das 
System der vier Aehnlichkeitsaxen auf die beiden mV und m!&. 
Die Pole dieser beiden Axen in Bezug auf den Kreis K*" seien 
respective 'p und n\ in Bezug auf den Punct mf sind sie beidie 
vnf selbst und in Bezug auf die Gerade k" sind sie beide ohne 
rechte geometrische Bedeutung, weil wir nicht wissen, was wir 
unter dem Pole einer Geraden in Bezug auf irgend eine Leitgerade 
verstehen sollen. Indessen genügt auch schon die Kenntniss der 
Polpuncte p und n zur Auflösung des Problemes. Denn die Ge- 
raden cjp und cTt bestimmen auf der gegebenen Kreislinie K*'* die 
Berührungspuncte, in welchen die letztere respective von den bei- 
den möglichen Paaren conjugirter Berührungskreise K getroffen 
wkd. Somit ist von jedem der gesuchten Kreise gegeben sein 
Berührungspunct mit Kf'\ ein Punct m* seiner Peripherie und 
die Gerade Ar'S welche Tangente an ihm ist; der bezügliche Hit- 
telpunct ist mithin bestimmt, indem er einerseits in die Richtung 
des Radius von Ef'* nach dem B^ührungspuncte fallt und ande- 
rerseits auf der Senkrechten enthalten ist, welche auf der Verbin- 
dungslinie des Punctes wf mit dem Berührungspuncte in deren 
Blitte errichtet vrird. 

Viertens mögen Ef und K* in die Geraden k* und V dege- 
neriren. Alsdann ist der Durchschnittspunct c der beiden Gela- 
den kf und y* der Chordalpunct der Figuraüon K\ S!\ Kf'* ; die 
Aehnlichkeitspuncte s'*' und &** liegen unendlich weit, d. h. die 
vier Aehnlichkeitsaxen sind die Seiten eines der Kreislinie K'* ein- 
geschriebenen Rechteckes 9f$**&&* und die Pole derselben liegen 
offenbar in den Eadpu&eten eines Rhombus, dessent Seiten dioKreis- 

Schtoarz, 1. t8 
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linie K"* ersichtlich in den Eckpuncten dieses Rechteckes berüh- 
ren. Wir beschreiben also den so eben bezeichneten Rhombus 
und verbinden die vier Eckpuncte desselben mit dem Chordal- 
puncte c. Dadurch erhält man viermal zwei reelle oder imaginäre 
Durchschniltspuncte auf der Peripherie von K!*\ welche von den 
acht Rerührungskreisen K in diesen Puncten getroffen wird. Die 
nach denselben von m!" aus gezogenen Radien und die Halbirungs- 
linie des betreffenden von den Geraden V und V gebildeten Win- 
kels bestimmen durch ihren Durdischnitt die acht gesuchten Mit- 
telpancte m. 

§.23, 

Fortsetzung der Anwendungen. 

1. In einem Kreisvierecke bilden der Durch- 
schnittspunct der Diagonalen und die beiden Durch- 
schuittspuncte der Gegenseiten ein Dreieck, in wel- 
chem jede Ecke der Pol der gegenüberstehenden 
Seite ist. 

Es sei Fig. 22. B'CC'B" ein Yieredi, dessen Eckpuncte auf 
der Peripherie eines gegebenen Kreises K enthalten seien: so ist 
AA^A*' das in Rede stehende Dreieck und wir wollen beispielsweise 
beweisen, dass der Punct A' die Gerade AA" zur Polaren hat. 
Nach einem in der Theorie der Polaren bewiesenen Satze muss 
AA'\ sofern ihm der Punct A' in Rezug auf den Kreis K als Pol 
entspricht, die beiden Secanten A'B'C und A!V*C^ harmonisch 
einschneiden. Umgekehrt erhellt leicht , dass , wenn AA'^ die bei- 
den Secanten A!B*C und A'VC harmonisch theilt, der Scbnitt- 
punct A* dieser Secanten den Pol von AA" darstellen muss. Nun 
ist dieses der Fall: denn zu Folge der §. iL und 12. bewiesenen 
Theoreme bilden die in A zusammentreffenden Geraden CC* und 
B*V\ AA! und AA" ein harmonisches Ründel, dergestalt dass die 
beiden ersten Geraden das eine und die beiden letzten Geraden 
das andere Paar conjugirter Strahlen sind. Folglich werden alle 
Secanten dieses Ründels harmonisch getheilt und da unter densel- 
ben auch die beiden speciellen A*B*G und A'V*C* zählen, so ist 
unser Theorem erwiesen. 

Denken wir uns nun in den Puncten C", Bf\ B', C" Tangen- 
ten an den Kreis K gelegt und mögen sich die den Puncten C' 
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und Ä", B" und Ä', B' und C, C und C" entsprechenden Tan- 
gentenpaare respectiye in den Puncten y", /?', ß*\ / durchschnei- 
den. Alsdann kann das Tangenten viereck '/*Y*ß"ß* als ein durch- 
aus willkürliches angesehen werden, weil das zugehörige Sehnen- 
viereck C'CB'V' willkürlich ist. Nun ist f der Pol von Ä"C" 
und ß" der Pol von VC*\ al^^o ist der Durchschnittspunct A* von 
Bf'C und BfC der Pol der Verbindenden /?"/'. Nach dem eben 
bewiesenen Theoreme ist A' aber auch der Pol von AA'\ folglich 
fallen AA** und ß"'/' in die Richtung einer einzigen Geraden zu- 
sammen. Aus ähnlichen Gründen fallen die Diagonale ß''/ des 
Tangentenviereckes und die Gerade A'A'* in eine zusammen, wel- 
che die Polare des Punctes A darstellt. 

Also ist der Durchschnitt A** der Diagonalen des Sehnen- 
vierecks auch zugleich der Durchschnitt der Diagonalen des Tan- 
gentenvierecks. Endlich ist der Durchschnitt a von //' und 
ß'ß** der Pol der Berührungssehne B*C* und der Durchschnitts- 
punct a* von '/ß** und >/ ß* ist der Pol der Berührungssehne 
B"C, Folglich ist der Durchschnittspunct A" der beiden Diago- 
nalen B*C* und B'*C der Pol der dritten Diagonale aa' des voll- 
ständigen Tangentenvierecks. Nun ist die Polare von A'* die Ge- 
rade AA* , also liegen auch AA* und aa* auf einer einzigen Gera- 
den. Fassen wir alle diese Resultate zusammen , so bekommen wir 
folgende Theoreme: 

In jedem umschriebenen vollständigen Vierseit ist jede Dia-- 
gonale die Polare des Durchschnittes der beiden anderen. 

Wenn von zwei Vierecken das eine in einen Kreis einge- 
schrieben y das andere demselben Kreise umschrieben ist, und 
zwar so, dass die Ecken des ersten die Berührungspuncte des 
zweiten sind, so sind 1) die Durchschnittspuncte der Gegensei- 
ten beider Vierecke in gerader Linie, 2) die Diagonalen beider 
Vierecke schneiden sich in einem Puncte, 3) die Durchschnitts* 
punete der Gegenseiten des Sehnenviereckes liegen auf den Dia-- 
gonalen des Tangentenviereckes. 

2. Aufgaben und Lehrsätze zur Uebung. 
Den Ort der Puncte zu finden, welche zu denen 
einer gegebenen Geraden in Beziehung auf einen ge- 
gebenen Kreis reciprok (oder zugeordnete Pole) sind. Der 
gesuchte Ort ist eine Kreislinie, welche durch den Mittelpunct des 
gegebenen Kreises hindurchgeht. 

18* 
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Vim Oft der reciprokep Puncte ku den f unctoii 
einer gegebenen Kreislinie in (leziebung auf eine 
zweite gegebene Kreislinie ?u fi|iden. Die erste Kreis? 
linie habe den Mittelpunct Jif imd die zweite den Mittelpunct C. 
Man ziebe MC und von C s^\i9 die l'ai^^teii CN' an den gegebe- 
nen Kreis um M: alsijlaQn cons^ruire inan aicb di^ P^Jare des 
PuDGtes N ixi Qezug auf den Kreis C, welqbe die Ceqtr^ie CM 
in m und die Tangente CN in n einschneidet. Alsdsinn ist m der 
Kittelpqnet und ann der Radius des gesuchten OrtslM^eises. 

Den Ort eines Pupctes zu findeq, sa dass die 
Polaren von ihm in Beziehung auf drei gegebene 
Kreise sich in einem Puncte durchschneiden. 

Der gesuchte Ort ist eine KreialiAie« weiche den Ghordal- 
ppiK^t der dp^ gegebenen Kreise zum Mittelpunkte hat. 

Den 0];t eines s.<^lGhen Punctes zq finden, «lass 
die y.^n ihn) an zwei gegebene Kreise gezogenen Tan- 
genten gleiche Winkel i^iidei^. Der gesuchte Ort ist eine 
Kreisitipie, deren Mittßlpun^^ a,uf der (^entrdllinie der beiden geg&r 
henen Kreise liegt. 

JEine Ki^eisUnie zu c^nstruiren, so dass 4ie aus 
drei gegebenen, Punctei^ an dieselben gezogenen 
Tangenten gegebenen Längen gleich Siind^ 

Man beschreibe um die drei gegebenen Pf^ncte nut den drei 
g^ebenen Längen Kreislinien. Der g^i^c^^. Kr^eis b^t ^t^dann 
den Chp^dalpunct dieser drei Kr^se zun Militelpuacte nnd sebnei- 
det jeden^ ders^ben r^chtv^i^klig.; sein Ra4h|s ist aU(]( gleich irgend 
einer untei^ den sechs vijin dem CbordalpHucte aus nach d^ erst- 
gi^^apnten Kreisen i^glichen Tangent^fl. 

Dien Ort eines solchen punctes zu finde^n;, dass 
di§>yiO% ihm au^ an zwei gegebene Kreis.e ge^Qg^nen 
Taipijg^^tei^ sich vJe zwei geg^b^n«^ Ll^ngftn ver-bi#lten. 
D^n gebuchte Qijt ist m Ajyig^i^^nen, eiiw K^^ül^ie^ w^^)|(^ im 
Falle der Gleichheit der beiden gegeb^e^ L^^eJ? in ei^^ Qm'^de 
degenerirt.. 

^n ^i^n^j^ Kreis q^q Qr^^eqlii f^^nzHi^cbr^ib^n, des- 
sen Seiten 4rei g€^geb^ei\en G^i^adf 9 p^f^iLIqI la^ufen. 

IrPi f intern Kreis eiii^ Djr^JeqK einzuschreiben, yon 
iM^l^Qi^i, ^wei Siei.teft nfliii^ g^g^i^emei^^. Cl.«^ija.d{eni p^.i?4iiUJ 
sind, und dessen dritte Seit^ii 4%]i<^. e^q.^^ freg^i^^%^ 



— 277 — 

Punct geht. Es ist leicht die Länge der zuletzt genannlen Seite 
zu finden; der Ort fQr ihre Mitte ist ein mit dem gegebenen con- 
centrischer Kreis. 

In einen gegebenen Kreis ein Dreieck einzu- 
schreiben, von welchem zwei Seiten durch gegebene 
Puncte gehen und von welchem die dritte Seite einer 
gegebenen Geraden parallel läuft 

Man soll in einen gegebenen Kreis ein Dreieck 
einschreiben, dessen drei Seiten durch drei gegebene 
Puncte gehen. Diese Aufgabe ist bekannt unter dem Namen 
des CastUlon^schen Problemes und in der Neuzeit von verschiede- 
nen Mathematikern wieder aufgenommen worden. Man kann sie 
durch einfache rein geometrische Betrachtungen auf die vorige 
zurückbringen. 

Man soll um einen gegebenen Kreis ein Dreieck 
beschreiben^ dessen Ecken auf drei gegebenen Li- 
nien liegen. Man construirQ zu den drei gegebenen Linien in 
Bezug auf den gegebenen Krds die zugehörigen Pole, hierauf das- 
jenige dem Jis%m eingeschriebene Preieck, dessen Seiten durch 
diese Puncte gehen: so sind dessen drei Eckpuode 4ie Berüh- 
rungspuncte des gesuchten Dreieckes mil der gegebenen Kreislinie. 

Die vier Kreide, welche um die von den Seiten 
eines vollständigen Vierecks gebildeten Dreiecke be- 
schrieben sind^ ^chpeiden sich \rx einem PuQCte. 

Wenn man in einem Fünfecke um die Dreiecke, 
welche durch je eine Seite desselben und die Verlän- 
gerungen der zwei anliegenden gebildet werden, 
Kreise beschreibt, so liegten die fünf Durchschnitts- 
pnncte dieser letzteren in einer Kreislinie. 



Verbesserungen. 



Pag. 35 Zeile 15 von unten diese statt dieselbe. 

42 „ 2 von oben POP' statt POP, 

b , 

43 „ 20 von oben y = -j- — V«* — «*• 



f» 



♦» 

♦1 

n 
♦» 
»♦ 



54 Was vor f. 4. steht, ist zu streichen. 
70 Zeile 3 von unten 15 statt 6. 

82 „ 17 und 21 von oben ist beidemal nach P ausgelassen : 
Bezug» der Axe YY', 

108 „ 11 von unten a statt x. 

y"—y' 

109 In Gleichung (8) ist -r, r vor der Klammer ausgelassen. 

' X — X 

115 Zeile 16 von oben jeder statt einer. 

121 „ 12 ton unten 21 statt 30. 

122 „ 6 von oben in den Puneien IT und IT' (statt L' nnd L'% 
160 ti 11 ^ci^ statt vier. 

176 „ 5 von unten 27 statt 14. 

191 „ 14 von unten Puncte o statt Puncfe e. 



Anerkannt gute 

mathematische Schriften 

aus dem Verlage von 

jr. W. Schmidt in Halle. 



Berkbaili V/*» die Anwendung der Algebra auf Geometrie. 
Eine Anleitung zum Auflösen geometrischer Aufgaben vermittelst der 
algebraischen Analjsis. Mit 8 Kpfr. 1858. 24 Sgr. 

— — — Lehrbuch d^ unbestimmten Analytik. Die Auflösung 
der Diophantischen Gleichungen ersten und zweiten Grades für hö- 
here Lehranstalten. 2 Bde. 1855—1856. 2 Thk. 20 Sgr. 

— — — Das Problem des Pappus von den Berührungen durch 
die geometrischen Oerter aufgelöst und erweitert, nebst einer 
Beihe von Lehrsätzen und Aufgaben über Berührungen, zur Beför- 
derung des geometrischen Studiums in den mittleren und oberen 
Klassen d. Gymnasien, B&al- u. Gewerbeschulen. M.Kpfrtfl. 15 Sgr. 

Blninberg^ert lü^«» Grundzüge einiger Theorieen aus der neue- 
ren Geometrie in ihrer engeren Beziehung auf .die ebene Geometrie. 
Mit 21 Tafeln. 1858. 1 Thlr. 26 Sgr. 

n* £• Bary'8 neue physikalische Probleme. Für die oberen 

Classen höherer Lehranstalten, Gymnasien , Eealschulen , sowie für 

Studirende und Lehrer der Mathematik und Physik. Von Dr. F. 

A. Korschel, ordentl. Lehrer der Realschule zu Burg. Mit 3 Ku- 

pfertafeln. 1857. 1 Thlr. 6 Sgr. 

Herr Direktor Dr. Wiegand sagt über vorliegendes Werk: 
Die Nouveaux Probl^mes de Physique etc. par M. £. Bary gehören unsü'eitig 
zu dem Ausgezeichnetsten, was die französische Literatur in diesem Genre geliefert bat, da- 
bei geben sie ein ausserordentlich günstiges Zeugniss über die Leistungen in der Physik 
auf den französischen Lyceen. Wenn trotzdem dieses vortreffliche Werk, das bereits in 
mehreren Auflagen erschienen ist, bis jetzt noch keinen deutschen Uebersetzer gefunden 
hatte, so können wir uns dies nicht anders erklaien, als dass einmal die dem Ueber- 
setzer hier entgegentretenden , besonderen Schwierigkeiten davon abschreckten, dann 
aber, dass der in dem Werke eingenommene Standpunkt vielleicht Manchem als ein für 
die deutschen Schulanstalten zu hoch gegriffener erscheinen mochte. Was den ersteren 
Pnokt anlangt, so müssen wir dem Herrn Dr. Korschel das Zeugniss geben, dass er jene 
Schwierigkeiten in dem Maasse überwundeo hat, dass wohl nicht leicht Jemand daran er- 
innert werden dürfte, dass er eme Uebersetzung vor sich habe. In Betreff des zweiten 
Punktes aber sind unsere Real-, höheren Gewerb- und polytechnischen Schulen, wie sie 
dermalen sind, auf einer Entwickelungsstufe angelangt, wo auch die nur mit Hülfe der 
Infinitesimal-Retinung lösbaren Aufgaben in das Bereich des Unterrichts sehr wohl gezo- 
gen werden können. Wir müssen deshalb das Unternehmen als ein vollkommen zweck- 
gemftsses bezeichnen und zweifeln nicht, dass die gehohenen Schulen der envähnten Art 
die fleissige Arbeit des Herrn Uebersetzers , die sich auch durch eine äusserst geschmack- 
volle Ausstattung auszeichnet, mit lebhafter Freude begrüssen werden. 



Klleii Bland'ü sämmtliche algebraische Gleichungen des l.u. 2. 
Grades theils mit, theils ohne Auflösungen. Mit einem Anhange, ent- 
haltend: Aufgaben aus der höheren Mathematik, herausgegeben von 
C. Girl. 2 Bde. 2 Thlr. 20 Sgr. 

SlellVirlg^y C«9 Das Problem des Apollonius nebst den Theorien 
der Potenzörter, Potenzpunkte, Aehnlichkeitsp unkte, Aehnlichkeits- 
geraden, Potenzkreise, Pole und Polaren im Sinne der neueren Geo- 
metrie für alle Lagei^ der gegebenen Kreise. Mit 4 Figurentafehu 
1857, . __ 15 Sgr 



ISVelfMenbom» Dr* Hena^ Die Prineipien der höheren Ansi- 
Ijsifl iu ihrer Entwickeluüg von LeiBniz bis auf Lagrange, ein hi 
iteiBdli-kntiseher B^ittag zur C^eschkble der Uathemaäk« Uk l 

(Enth. die Floxions-, Ditfcreiitia[- ond DemaiionsrechouQg.) 
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aus den 

Handschriften der kOnigl. Bibliothek zu HaiAtov^r. 

Herausgegeben tor 
€}. H« Perta, 

III. Folge. 3. Baail. 

Ancb nnter dem Titel: 

LeibmKen's Briefwechsel mit; Jac. 11. Job. BemouUi. 

(Der mathematisehen Schriften III. 2 Thle.) 

Herausgegeben 
Ton 

€• !• Oerharilt. 

63 Bog. gr. 8. 1855. 8 7, Thlr. 

Hfurdinvlif 6* Ii«> Atlas oovaa ««elestls contkiens Stellas 
iDter pomm borealem et trigesim. gradum declinationis adhuc ob- 
senrat. in 27 tabb. per aeneam laminam expr. Denuo ed. G. A. Jahn. 
Fol. ISTMr. 

Obiger Atlas hat einen klassisefaeu Werth ond in von A^-ii'onotnen als der beste 
anerkannt. -«- In der nendn Ausgabe sind die frOberen Irrthümer sorgAUig rerbes- 
sert nnd die neuen aslronomisehen Entdecknogen nachgetragen. Er enthült crc. 
700000 Sterne i — 10. Grösse. Der Preis ist sehr billig gestellt und sollte dies Werk 
in keiner Bibliothek fehlen. 

Hels 9 (Prof. in Münster), Wochenschrift für Astronomie, Geographie 
und Meteorologie für 1858. pr. Jahrgang 62 Nr. 3 Thlr. 

(Bildet den 12. Jahrgang fon Jabn's astronom. Unterbaltangen.) 

Sammlung von Aufgaben 

ans der 

Differential- ond Integralrecbnong 

von Itf« JU 8»lin«rlie» 

gr. 8. 1850. 2 Thlr. 

Ginner^s Archiv der iMatbemalik Tür 1850 giebt im 14« Bde« 2. Heft über ge- 
nanntes Werk folgendes ürtbeil: Wir haben uns beeilen zu müssen geglaubt , alle 

Lebrer der höheran An&lyals, and alle iafdager ia dieser WisseaschaÄ, 

welche beabsichtigen, sich in derselben fester zu setzen und sich eine tüchtige Üebaof 
im Differentiiren und Inlegriren zu verschaffen , auf dieses gewiss sehr ndtzlicbe nod 
dem ünt(*rrichte in der Analysis gewiss sehr förderliche Buch aurmerksam zn macheOt 
und empfehlen dasselbe nochmals zur gefälligen Beachtung. 

Analytische Geometrie« 

Von K. A. S«luiek«. 

Mit 12 KupferUf. 1851. 2 Thlr. 

il t a t I U 

Totr JL, jä. SMmeke, her«asgegd)en v<tn JB. ShfhitDarat 

Mit 5 Stdrcktflii. 185S. 1 TUr. 
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